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Vorrede,

-Dieses Buch soll einen doppelten Zweck erfüllen. Es soll

erstens den Leser mit den Vorstellungen, Problemen und Resultaten

eines neuen Gebietes der Geometrie vertraut machen, in welchem

man, unter Verzichtleistung auf die eigentliche Construction der

Gebilde, nur zu berechnen trachtet, wieviel Gebilde von bestimmter

Definition gewisse gegebene Bedingungen erfüllen, um dadurch einer-

seits der analytisch- geometrischen Forschung wichtige Vorarbeiten

und Fragestellungen zu liefern, andererseits die Eigenschaften des

Raumes in einem neuen Lichte erscheinen zu lassen. Welch^ einen

fruchtbaren Boden dieses seit kaum 15 Jahren erschlossene Gebiet

besitzt, zeigt am besten der Umfang des Capitels „Abzählende

Geometrie" im Jahrbuche über die Fortschritte der Mathematik

(VIII, 5 C). Das Buch soll aber auch zweitens die Handhabung

eines eigenthümlichen Kalküls lehren, durch welchen man im Stande

ist, auf leichte und naturgemässe Weise eine grosse Menge auch

von solchen geometrischen Anzahlen und Beziehungen zwischen

Singularitätenzahlen zu bestimmen, welche die mit den Mitteln der

modernen Algebra operirende Methode der neueren analytischen

Geometrie entweder nur unter grossen Eliminationsschwierigkeiten

oder überhaupt nicht zu berechnen vermocht hat. Wenn daher das

vorliegende Buch zu einigen Capiteln der grossen Werke von Sal-

mon-Fiedler und Clebsch-Lindemann einige Ergänzungen hin-

zufügen sollte, so würde der Verfasser darin den schönsten Lohn

für die Mühen der Redaction finden. -

In den ersten drei Abschnitten habe ich den didaktischen Zweck

vornehmlich im Auge gehabt und alle Definitionen, Sätze und For-

meln durch einfache und complicirte, bekannte und neue Beispiele
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IV Vorrede.

und Anwendungen erläutert. Gegenüber meinen frülieren Abhand-

lungen auf dem Gebiete des Abzählungskalküls in den „Göttinger

Nachrichten" und „Mathematischen Annalen" giebt das Buch theils

eine consequentere Durchführung der Methode, theils auch manche

noch nicht publicirte Untersuchungen. Zu den letzteren gehören

namentlich die Berechnung der Anzahlen für die Eaumcurve dritter

Ordnung, die Charakteristikentheorie mehrerer aus Punkten, Strah-

len und Ebenen zusammengesetzter Gebilde nebst Anwendungen,

und die Bestimmung gewisser, noch nicht studirter Singularitäten

auf dem Schnitt zweier Liniencomplexe. Auf die hinten angefügten

„Literaturbemerkungen" ist im Texte durch das Zeichen „Lit." hin-

gewiesen. Auf die Literaturbemerkungen folgt noch ein Wort-

register und ein Autorenregister.

Für ein erstes, weniger eingehendes Studium des Buches köimen

etwa folgende Paragraphen übergangen werden: §§ 11, 16 bis 18,

23 bis 32, und wohl auch §§ 34 bis 36 und 41 bis 44.

Zum Schluss möchte ich noch dem Gefühle des Dankes für

die wohlwollende Anregung Ausdruck verleihen, welche mir in den

letzten Jahren durch den Briefwechsel mit mehreren Mathematikern,

namentlich mit den Herren Zeuthen, Sturm, Klein, Voss, Hal-

phen, Hirst zu Theil wurde und welche mir die Freude am wissen-

schaftlichen Arbeiten, insbesondere an der Abfassung dieses Buches,

wesentlich erhöht hat. Ferner fühle ich mich verpflichtet, sowohl

den Herren Lazarus in Hamburg und Hurwitz in München für

ihre bereitwillige Hilfe bei der Correctur, wie auch dem Herrn

Verleger für die sorgfältige Ausstattung des Buches meinen Dank

auszusprechen.

Hamburg, im Juli 1879.

Hermann Schubert.
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Erster Abschnitt.

Die Symbolik der Bedingungen.

§1.

Die Constantenzahl eiues Gebildes.

Das äusserliche Ziel der abzählenden Geometrie ist die Be-

antwortung aller Fragen von folgender Form:

„Wieviel geometrische Gebilde von bestimmter Definition erfüllen

gewisse gegebene Bedingungen?"

Die Zahlen, welche diese Fragen beantworten, hängen also

einerseits von der Natur der aufgestellten Definition, andererseits

von der Natur der gegebenen Bedingungen ab. Wenn nun die De-

finition für ein F genanntes Gebilde derartige Bestimmungen ent-

hält, dass der Raum oo'' Individuen besitzt, welche diese Definition'

erfüllen, oder, was ganz dasselbe ist, dass die analytisch-geome-

trische Darstellung dieses Gebildes F c wesentliche Constanten ent-

hält , so soll c die Constantenzahl des Gebildes F oder seiner De-

finition heissen.

Hiernach bedeutet der Ausspruch, dass der (als Träger sei-

ner Punkte aufgefasste) Raum drei Dimensionen hat, nichts anderes,

als dass der Punkt die Constantenzahl 3 hat. Die Constantenzahl

der Ebene ist auch gleich 3, die des Strahles aber gleich 4. Aus

diesen Constantenzahlen ergeben sich durch Addition die Constanten-

zahlen aller aus einer endlichen Anzahl von Punkten, Ebenen und

Strahlen zusammengesetzten Gebilde. Beispielsweise ist die Con-

stantenzahl

1. eines Punktepaares gleich 2.3, also einer Strecke von be-

stimmter Länge gleich 2.3—1;
2. eines Dreiecks im Räume gleich 9, eines Dreiecks in fester

Ebene gleich 6;

3. eines räumlichen w-Ecks, d. h. eines Polyeders, welches n

Ecken und nur Dreiecke zu Grenzflächen hat, gleich 3.w;

4. eines ebenen M-Ecks im Räume gleich 2.n-f 3;

Schubert, Kalkül der abzählenden Geometrie. 1
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'"
. 5,'t\iner geraden Punktgruppe, d. h. eines Gebildes, welches

aus einem Strahle und n darauf liegenden Punkten besteht, gleich 4+W5
6. eines Strahlbüschels gleich 5;

7. eines Gebildes, welches aus n in einem Strahlbüschel liegenden

Strahlen besteht, gleich b-\-n.

8. Aus der in 3. für ein Dreiechspolyeder angegebenen Con-

stantenzahl gelangt man sehr leicht zu der Constantenzahl c eines

heliehigen Fohjeders. Ein solches habe e Ecken, /'Flächen, /i; Kanten.

Man zerlege jedes, eine Fläche bildende n-Eck durch Ziehen von
w — 3 Diagonalen in n—2 Dreiecke. Dann mögen auf den /"Flächen

im Ganzen (? Diagonalen zur Zerlegung erforderlich sein, und d Drei-

ecke entstehen. Dann ist d um f grösser als cZ, weil auf jeder

Fläche ein Dreieck mehr entsteht, als Diacjonalen zur Zerleguno-

nothwendig sind. Also ist:

d==d-\-f.

Ferner sind die 3 . d Seiten der ö Dreiecke zum Theil die

^Diagonalen, zum andern Theil die 7i; Kanten, jedoch so, dass jede

der (Z Diagonalen, und auch jede der /»; Kanten zweimal als Drei-

ecksseite auftritt. Daher ist auch:

38 = 2d-\-2k

Aus beiden Gleichungen folgt:

d^2l-^f.
Nun kann man ein Polyeder, welches zur Zerlegung der Flächen

in Dreiecke ^Diagonalen erfordert, immer als ein Dreieckspolyeder

ansehen, welches dahin specialisirt ist, dass an d Kanten der

Neigungswinkel der zusammenstossenden Flächen den speciellen

Werth von 180^ bekommt. Also ist die Constantenzahl c eines be-

liebigen Polyeders um d kleiner als die eines Dreieckspolyeders von

gleicher Eckenzahl e. Es ergiebt sich also:

c = ?f.e — dj

oder nach Substitution des oben abgeleiteten Werthes für r/,

c= 3.e-f 3./'-2Ä; (Lit. 1),

und nach Benutzung der Euler'schen Gleichung:

f^e==h + 2,
das einfache Resultat

Da es immer oo*'' einander congruente Gebilde giebt, so ist

nach dieser Formel ein Polyeder , abgesehen von seiner Lage, durch

genau so viele anfache Bedingungen bestimmt^ wie die Zahl seiner

Kanten beträgt. Treten noch weitere beschränkende Bestimmungen
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in die Definition des Polyeders, so wird die Constantenzahl ent-

sprechend vermindert. Z. B. ist die Constantenzalil eines Prisma-

toids nm 2 kleiner als seine Kantenzahl, weil zwei seiner Ehenen

die specielle Lage von parallelen Ebenen haben.

Den oben angegebenen Constantenzahlen fügen wir noch einige

hinzu, die aus der analytischen Geometrie bekannt sind. Es ist

nämlich die Constantenzahl:

9. einer in beliebiger Ebene gedachten Plancurve w*^"* Ordnung,

n'^^^ Klasse, mit d Doppelpunkten, tc Spitzen, ö' Doppeltangenten,

x' Wendetangenten,

10. einer punktallgemeinen Fläche n^^"^ Grades

c=K^+ 1)0^ + 2)0^4-3)- 1-,

11. eines strahlenallgemeinen Liniencomplexes ??.*^" Grades

c= 3-'^(^ + l)(w + 2)2(w + 3)-l (Lit. 2).

§2.

Die Bezeiclmung der Bedingungen.

Die verschiedenen, einem Gebilde von bekannter Definition

auferleoften Bedinsi:uno:en unterscheiden wir von einander durch

Symbole (Buchstaben mit oder ohne Indices). Ist die Bedingung

zusammengesetzt^ d. h. sagt sie nichts weiter aus, als dass mehrere

Bedingungen zugleich erfüllt werden sollen, so ertheilen wir ihr als

Symbol das Produlit* der Symbole der zusammensetzenden Be-

dingungen, und nennen die letzteren ihre FaUoren. Zwei Beding-

ungen y und z mit einander mtdtiplicireny heisst demnach, diejenige

zusammengesetzte Bedingung yz bilden, welche ausspricht, dass y
und z zugleich erfüllt werden sollen. Hieraus ergiebt sich dann

weiter, dass man unter der w*®^ Potenz einer Bedingung y diejenige

zusammengesetzte Bedingung zu verstehen hat, welche ausspricht,

dass die Bedingung y «-mal erfüllt werden soll. Auch der Summe*
zweier Bedingungen legen wir einen Sinn bei. Zwei Bedingungen

y und z addiren, heisst nämlich, diejenige Bedingung y + ^ bilden,

welche ausspricht, dass entweder y oder z erfüllt werden soll (Lit. 3).

* Man vergleiche die Anwendung der Summe und des Produktes im Logik-

kalkül, z.B. in E. Schröder's „Operationskreis des Logikkalküls", Teubner 1877.

1*
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In der modernen Auffassung der Geometrie betrachtet man als

elementarste Bausteine der Gebilde den Punkt, die Ebene und den

Strahl, indem man den beiden letzteren gewissermassen dasselbe

Anrecht auf Ursprünglichkeit wie dem Punkte einräumt. Wir
nennen deshalb diese drei Gebilde die drei Hauptelemcnte des Baumes.

Die einfachsten Gebilde, welche der Funkt erzeugt, sind die Ge-

sammtheit:

1. aller Punkte eines Strahles — PtmJctaxe, go'ade PunkfreiJie^

Gerade;

2. aller Punkte einer Ebene — PunJctfeldy Ebene;

3. aller Punkte des Raumes — PunMraumj Baum.

Die einfachsten von der Ebene erzeugten Gebilde sind die Ge-

sammtheit:

1. aller durch einen Strahl gehenden Ebenen — Ebenenaxe,

Ebcnenbüschel , Gerade;

2. aller durch einenPunkt gehenden Ebenen

—

Ebenenbündelj Pimld;

3. aller Ebenen des Raumes — Ebenenraiim^ Baum.

Die einfachsten, von dem Strahle erzeugten Gebilde sind die

Gesammtheit:

1. aller durch einen Punkt in einer Ebene gehenden Strahlen —
Strahlbüschel

;

2 a. aller in einer Ebene liegenden Strahlen— StraJdenfeld, Ebene;

2 b. aller durch einen Punkt gehenden Strahlen — Straldcn-

bündely Punkt;

3. aller Strahlen, die einen Strahl schneiden — Strahlenaxe,

specieller linearer Complex, Gerade;

4. aller Strahlen des Raumes — Strahlenraum ^ Baum.
Die eben genannten Gebilde nennen wir mit den Hauptelementen

zusammen, die 14 Grundgebilde des Raumes, im Anschluss an die

in der Geometrie der Lage übliche Terminologie.

Unter den einem Gebilde T auferlegbaren Bedingungen spielen

die fundamentalste Rolle die Grundbedingungen; das sind Bedingungen,

welche verlangen, dass irgend ein dem Gebilde F angehöriges

Hauptelement in einem gegebenen Grundgebilde liegen soll. Bei-

spielsweise ist für eine Raumcurve die Bedingung, eine gegebene

Gerade zu schneiden, eine Grundbedingung, weil sie verlangt, dass

irgend ein der Raumcurve angehöriger Punkt auf einer gegebenen

geraden Punktreihe liegen soll. Jedes der oben angeführten 14

Grundgebilde giebt Veranlassung zu einer Grundbedingung. Von
diesen werden drei immer erfüllt, nämlich diejenigen, welche nur
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aiisspreclieii, dass eins der drei Hauptelemente dem Räume angehören

soll. Für die übrigen 11 Grundbedingungen führen wir feste Symbole

ein, die in den folgenden Abschnitten fortwährend benutzt

werden,

I. Ist ein Punkt mit p bezeichnet, so bedeutet:

1. dasselbe Symbol p auch die Bedingung^ dass dieser Punkt

p auf einer gegebenen Ebene liegen soll;

2. das Symbol pg die Bedingung, dass der Punkt p auf

einer gegebenen Geraden liegen soll;

3. das Symbol P die Bedingung, dass dej: Punkt i? gegeben

sein soll.

IL Ist eine Ebene e genannt, so bezeichnet:

1. dasselbe Symbol e auch die Bedingung, dass die Ebene

e durch einen gegebenen Pmikt gehen soll;

2. das Symbol ßg die Bedingung, dass die Ebene c durch

eine gegebene Gerade gehen soll;

3. das Symbol E die Bedingung, dass die Ebene e gegeben

sein soll.

III. Ist ein Strahl g genannt, so bedeutet:

1. dasselbe Symbol g auch die Bedingung, dass der Strahl

g eine gegebene Gerade schneiden soll;

2 a. das Symbol ge die Bedingung, dass der Strahl g in einer

gegebenen Ebene liegen soll;

2b. das Symbol gp die Bedingung, dass der Strahl g durch

einen gegebenen Punkt gehen soll;

3. das Symbol gs die Bedingung, dass der Strahl g einem

gegebenen Strahlenbüschel angehören soll;

4. das Symbol G die Bedingung, dass der Strahl g gegeben

sein soll.

Hiernach bedeuten z. B. g^, dass der Strahl g jede* von zwei

gegebenen Geraden schneiden soll, hhp, dass ein h genannter Strahl

sowohl irgend eine gegebene Gerade schneiden, wie auch durch

irgend einen gegebenen Punkt gehen soll.

Die Grundbedingungen gehören zu den räumlichen Bedingungen,

d. h. solchen, die nothwendig eine Bestimmung enthalten, welche

die Lage des untersuchten Gebildes T zu einem als gegeben be-

trachteten Gebilde T' angiebt. Diejenigen Bedingungen, welche

frei von einer solchen Bestimmung sind, wollen wir invariante

nennen. Eine invariante Bedingung spricht man z. B. aus, wenn

man von einem Punktepaar verlangt, dass seine beiden Punkte un-
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endlich nahe liegen, oder, wenn man von einer punktallgemein

definirten Plancurve verlangt, dass sie einen Doppelpunkt besitze,

oder dass zwei ihrer Wendepunkte zusammenfallen. Zu den in-

varianten Bedingungen gehören namentlich die im vierten Abschnitt

behandelten Bedingungen, welche aussprechen, dass ein Gebilde in

gewisser Weise zerfallen oder überhaupt ausarten soll. Zu den
räumlichen Bedingungen gehören auch die metrischen Bedingungen,
d. h. diejenigen, welche über die Grösse etwas festsetzen, insofern,

als sie eine besondere Lage zu einem festen Gebilde, nämlich dem
unendlich fernen, imaginären Kugelkreise aussprechen. Metrische

Bedingungen sind z. B. in § 4, Beispiel 5 und 6, § 39, Anwen-
dung V, § 33, Nr. 28 behandelt. Ferner hat Chasles in vielen Ab-
handlungen der „Comptes rendus" (Lit. 3 a) Anzahlbestimmungen
für metrische Bedingungen gemacht, z. B. für die Bedingung der

Gleichheit zweier auf einem Strahle durch Plancurven ausgeschnitte-

nen Strecken.
^

Bei der Anwendung der eingeführten Bedingungssymbolik be-

achte man namentlich Folgendes:

1. Die Bedingung, welche ausspricht, dass zwei von einander

abhängige Bedingungen erfüllt werden sollen, ist nicht etwa als aus

diesen zusammengesetzt aufzufassen und wird demgemäss auch im All-

gemeinen nicht wie ein Produkt bezeichnet, sondern erhält als einzelne

Bedingung ein besonderes Symbol. Eine solche Bedingung erfüllt

z. B. ein Kegelschnitt, welcher einen gegebenen Kegelschnitt an
einer Stelle zweipunktig, an einer anderen dreipunktig berührt.

Nur wemi kein Missverständniss möglich ist, bezeichnen wir wohl
auch die Bedingung, welche ausspricht, dass zwei von einander ab-

hängige Bedingungen erfüllt werden sollen, wie das Produkt dieser

beiden, namentlich wenn die eine Bedingung eine Ausartungsbe-
dingung ist, z. B. in den §§ 16, 23, 24 und 25.

2. Wenn eine räumliche Bedingung ausspricht, dass das Ge-
bilde r zu dem gegebenen Gebilde T' eine gewisse Lage einnehmen
soll, so betrachten wir F' und jeden seiner Theile als der räum-
lichen Bedingung angehörig. Beispielsweise ist der PunJd der Be-
dingung hp, wenn von einem Strahle h die Rede ist, derjenige

Punkt, durch welchen, zufolge der Bedingung hp^ der Strahl h
gehen soll.

3. Die Gebilde, welche nach der Bemerkung 2. mehreren ge-

gebenen Bedingungen angehören, hat man sich zunächst immer in

beliebiger Lage zu einander vorzustellen. Bezeichnet man z. B. für
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eine Curve mit z die Bedingrmg, dass sie durch einen gegebenen

Punkt gehen soll, so bedeutet ^Vdie Bedingung, dass die Curve

zwei gegebene, aber heUehig zu einander liegende Punkte enthalte,

nicJd aber etwa', dass die Curve nothwendig durch einen und denselben

Funld zweimal gehen soll.

4. Bei jedem vorliegenden Gebilde kann man auf mannichfache

Weise Gebilde T' angeben, Avelche in gewisser Weise durch das-

selbe erzeugt sind. Ein Punkt z. B. erzeugt zugleich das Str^hlen-

bündel, welches ihn zum Scheitel hat. Eine Fläche besitzt als ein

von ihr erzeugtes Gebilde etwa ihre Krümmungsmittelpunktsfläche

oder ihre Doppelcurve, oder die Linienfläche der sie vierpunktig

berührenden Tangenten. Wenn nun in dieser Weise ein Gebilde

r' einem Gebilde F angehört, und dem Gebilde T' eine gewisse

Bedingung z auferlegt ist, so ist diese Bedingung indirect auch F

zugeschrieben. Wenn wir dann die Bedingung z als eine Beding-

ung ßr r auffassen, nennen wir sie auf F übertragen ^ und bezeich-

nen sie, wenn kein Missverständniss möglich ist, ebenso, als wenn

sie r' angehörte, also auch mit z. Bezeichnet man z. B. jeden

Punkt einer gewissen Raumcurve mit p, so bedeutet 2^9 für die

Baumcurve die Bedingung, dass sie eine gegebene Gerade schneide.

Bezeichnet man . ferner jede Wendetangente einer Plancurve mit /;

so spricht das Symbol fe für die Flancurve die Bedingung aus, eine

gegebene Ebene zu osculiren. Besteht ein Gebilde aus einem Strahle

g, und n auf ihm liegenden Punkten j?i, p^y Psy-Pnf so bedeutet

das Symbol
9PlP2"'Pn

die Bedingung, dass dieses Gebilde seinen Strahl g eine gegebene

Gerade schneiden lasse, und zugleich jeden seiner Punkte auf eine

gewisse von n gegebenen Ebenen werfe.

§ 3.

Die Dimension einer Bedingung und die Stufe eines Systems.

Wenn ein Gebilde F, dessen Constantenzahl (§ 1) c ist, einer

Bedingung unterworfen ist, welche « Bedingungsgleichungen zwischen

den c Constanten seiner analytisch -geometrischen Darstellung ver-

anlasst, oder, was dasselbe ist, wenn es oo<^-" Gebilde giebt, welche

die gegebene Bedingung erfüllen, so heisst die Bedingung a-fach

oder von der ß*^"" Dimension. Die Gesammtheit der oo^-" Gebilde,

welche eine gewisse «-fache Bedingung erfüllen, bezeichnen wir als
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ein von dem Gebilde T erzeugtes, durch jene «-fache Bedingung
definirtes, (c — cc) - stufiges System. Speciell bestimmt jede F auf-

erlegte, c-fache Bedingung ein nullstufiges System ^ das ist eine end-

liche Anzahl von Individuen, welche die Definition von F erfüllen.

Die Dimensionen der in § 2 mit ihren Symbolen eingeführten

Grundbedingungen sind für den Fall, dass diese den Hauptelementen

Pj c, g selbst zugeschrieben werden, folgende. Es sind:

1. einfach die Bedingungen p^ c, g-^

2. zweifach die Bedingungen p^, Cg, ge und ^^;

3. dreifach die Bedingungen P, E^ g,-

4. vierfach die Bedingung G.

Die durch diese 11 Bedingungen definirten Systeme von Haupt-
elementen hatten wir in § 2 Grundgebilde genamit. Da Punkt und
Ebene die Constantenzahl 3 haben, der Strahl aber die Constanten-

zahl 4 hat, so sind von den 14 Grundgebilden:

1. nullstufig jedes der drei Hauptelemente selbst;

2. einstufig die Punktaxe, die Ebenenaxe, der Strahlbüschel;

3. zweistufig das Punktfeld, der Ebenenbündel, das Strahlen-

feld und der Strahlenbündel;

4. dreistufig der Punktraum, der Ebenenraum, die Strahlenaxe;

5. vierstufig der Strahlenraum.

Die durch beliebige Bedingungen definirten Systeme von Haupt

-

elementen nennen wir auch Oerter^ im Anschluss an den bei der

Analysis euclidischer Constructionsaufgaben üblichen Ausdruck
„geometriscJier Ort''. Für verschieden - stufige Oerter haben sich auch

verschiedene Namen eingebürgert. Man nennt nämlich:

1. einstufige Punktsysteme Curveh-^

2. zweistufige Punktsysteme Fläclien\

3. einstufige Strahlsysteme Linienflächen oder Regelflächen-,

4. zweistufige Strahlsysteme Congruenzen oder bloss Strahl-

systeme (Kummer);

5. dreistufige Strahlsysteme Liniencomplexe oder bloss Complexe;

6. einstufige Systeme von Ebenen Torsen oder auch Curven;

7. zweistufige Systeme von Ebenen (Ebenen-) Flächen.

Auch für specielle Systeme anderer Gebilde sind besondere

Namen gebräuchlich geworden. Man nennt z. B.:

1. gewisse einstufige Systeme von Curven und von Flächen
Büschel]

2. gewisse zweistufige Systeme von Kegelschnitten Netze;

3. gewisse zweistufige Systeme von Flächen Bündel;
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4. gewisse einstufige Systeme von Punktepaaren, Ebenenpaaren

oder Strahlenpaaren projectiv (§§ 28 bis 30);

5. gewisse zweistufige Systeme von Paaren zweier Hauptelemente

collinear, andere solche Systeme rcciproh oder correlativ (cf. z. B.

Reye, die Gef>metrie der Lage, IL Theil, pag. 2 und 3);

6. gewisse dreistufige Systeme von Punktepaaren coUincar ver-

wandte räumliche Systeme]

7: gewisse dreistufige Systeme von Gebilden, deren jedes aus

einem Punkte und einer Ebene besteht, reciproJc verwandte räum-

liche Systeme oder räumliche Correlationen;

8. dreistufige Systeme von Gebilden, deren jedes aus einem

Punkte und einem Strahle besteht, die in fester Ebene liegen, Connexe,^

Denjenigen Theil der geometrischen Forschung, welcher sich

mit den Systemen von Strahlen beschäftigt, oder, um mit Plücker

zu reden, welcher den Strahl als Eaumelement auffasst, hat man

Liniengeometrie genannt. Gerade so kann man von einer Strahl-

hüschelgeometrie , von einer Kegelschnittgeometrie u. s. w., überhaupt

von einer JT-Geometrie sprechen, wo F ein irgend wie definirtes

Gebilde ist. Der Abschnitt IV enthält z. B. Untersuchungen über

die Singularitäten (Ausartungen) von Gebilden, bei welchen der

Kegelschnitt, di-e Flächen zweiten Grades, die cubische Plancurve

mit Spitze, die cubische Plancurve mit Doppelpunkt, die cubische

Raumcurve und gewisse Paare von projectiven Grundgebilden als

Kaumelemente auftreten. Der Abschnitt VI giebt die den Bezout-

schen Sätzen entsprechenden Sätze in einigen Geometrien, welche

gewisse aus einzelnen Hauptelementen zusammengesetzte Gebilde

als Raumelemente auffassen.

Aus dem oben erläuterten Begriff der Dimension einer Beding-

ung folgt unmittelbar, dass die Dimension einer zusammengesetzten

Bedingung gleich der Summe der Dimensionen der zusammensetzen-

den Bedingungen ist, und dass ein «-stufiges System von Gebilden

r*, deren jedes ein «'-stufiges System von Gebilden F' besitzt, ein

(a -\- a') - stufiges System von Gebilden JT' darstellt. Hieraus folgt

aber der Satz:

* Auf dieses Gebilde kam Clebsch in der Theorie der algebraischen

Formen (cf. Lindemann's „Vorlesungen von Clebsch", pag. 936). Der Connex

ist ein Gebilde derjenigen Geometrie, welche das aus Punkt und Strahl be-

stehende Gebilde als Baumelement betrachtet.
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Besitzt ein Gebilde F ein a!- stufiges System von Gebilden F',

so schreibt man dadurch j dass man F' einer d-fachen Be-

dingung unterwirft, dem Gebilde F eine nur (d— a')- fache

Bedingung zu.

Nach diesem Satze sind die Dimensionen der oben angegebenen Gruml-

bedingungen um i zu erniedrigen, wenn dieselben nicht den Haupt-

elementen selbst, sondern i- stufigen Oertern auferlegt sind. Z. B. erfüllt

1. eine Curve eine (2— 1)- fache Bedingung, wenn sie die

Bedingung Pg befriedigt, d. li. eine gegebene Gerade schneidet;

2. eine Fläche eine (3— 2) -fache Bedingung, weim sie durch

einen gegebenen Punkt geht;

3. eine Congruenz eine (4— 2) -fache Bedingung, wenn sie

einen gegebenen Strahl enthält;

4. ein Complex eine (3 — 3) -fache Bedingung, wemi er einen

Strahl enthält, der in einem gegebenen Strahlbüschel liegt.

Um ein weiteres Beispiel zu dem eben angegebenen Satze zu

haben, berechnen wir die Dimension der Bedingung, dass eine

Fläche zweiten Grades durch einen gegebenen Kegelschnitt gehen

soll, in folgender Weise. Da der Raum oo^ Ebenen besitzt und

jede Ebene eine Fläche zweiten Grades in einem Kegelschnitt

schneidet, so besitzt eine solche Fläche ein dreistufiges System von

Kegelschnitten. Nun ist es aber für den Kegelschnitt eine 8 -fache

Bedingung, gegeben zu sein, weil seine Constantenzahl 8 ist. Also

ist es für eine Fläche zweiten Grades eine (8— 3) -fache Beding-

ung, einen gegebenen Kegelschnitt zu enthalten.

Zu einem zweiten Satze gelangt man durch folgende üeber-

legung. Wenn ein Gebilde F mit der Constantenzahl c ein «'-stu-

figes System von Gebilden F' mit der Constantenzahl d enthält, so

ist es für F nach dem ersten Satze eine (c'— «')- fache Bedingung,

ein gegebenes Individuum F' zu enthalten. Folglich ist das System

derjenigen Gebilde F, welche ein gegebenes F' enthalten, (c — c' -f «')-

stufig. Man kann also umgekehrt sagen, dass ein F' Träger

eines (c — (/ -f «')- stufigen Systems von Gebilden F ist. Deshalb

ist für F' die Bedingung, ein gegebenes Individuum F zu enthalten,

von der Dimension:

c — (c — c' -h «') oder c' — «'.

Setzt man also d für c'— «', so kann man folgenden Satz aussprechen:

Wenn es für F eine d-facJieB edingung ist, ein gegebenes F'

zu enthalten, so ist es auch für F' eine d-fache Bedingung,

ein gegebenes F zu entlialten.
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Z. B. ist es hiernach für einen Kegelschnitt eine fünffache Beding-

ung, auf einer gegebenen Fläche zweiten Grades zu liegen, weil,

wie wir oben gesehen haben, • eine Fläche zweiten Grades eine

fiinffaclie Bedingung erfüllt, wenn sie durch einen gegebenen Kegel-

schnitt geht..

Man kann natürlich auch von Systemen sprechen, deren Stufe

um i grösser ist, als die Constantenzahl des erzeugenden Gebildes

r. Dann besteht das System aus den sämmtlichen Gebilden F
des Raumes, jedes oo^-fach gerechnet. Z. B. bilden die sämmtlichen

Punkte, welche auf den sämmtlichen Strahlen eines Liniencomplexes

liegen, ein 4- stufiges System, indem jeder Punkt des Raumes
00^ -fach zu rechnen ist. So gelangt man dazu, einer negativen

Dimension einer Bedingung Sinn beizulegen. Man schreibt z. B.

dem eben erwähnten vierstufigen Systeme von Punkten eine (— l)-fache

Bedingung zu, wenn man verlangt, dass es einen gegebenen Punkt
enthalten soll. Dies heisst also, das System erfüllt diese Beding-

ung immer von selber und sogar derartig, dass der gegebene Punkt
00^ mal als Punkt des Systems auftritt. Einem Liniencomplexe

wird ferner eine (—2) -fache Bedingung auferlegt, wenn man ver-

langt, dass einer seiner oo^ Strahlen eine gegebene Gerade schneidet.

Da ein System von Gebilden selbst wieder als Gebilde aufge-

fasst werden kann, so hat es auch Sinn, von der Constantenzahl

eine^ Systems und von der Dimension von Bedingungen zu sprechen,

die einem Systeme auferlegt sind. Die Constantenzahl eines Kegel-

schnittbüschels in fester Ebene ist z. B. gleich 8 und die Beding*

ung, dass der Büschel einen Kreis enthalte, ist nur von der ersten

Dimension, während es für einen Kegelschnitt eine zweifache Be-
dingung ist, ein Kreis zu sein.

Jede r auferlegte Bedingung kann man auch als eine die

Definition von F heschränJcende Bestimmung auffassen. Insofern hat

es Sinn, von der Dimension einer Beschränkung der Definition zu

sprechen. Verlangt man z. B. von einer Plancurve, dass sie in

einer gegebenen Ebene liege, so kann man dies entweder als eine

der Plancurve zugeschriebene dreifache Bedingung auffassen, oder

aber, man kann dies schon in die Definition der Plancurve ein-

fügen und dadurch die Definition dreifach heschränhen. Sieht man,
um ein zweites Beispiel anzuführen, bei der Definition eines Ge-

bildes von seiner Lage insofern ab, als man alle einander con-

gruenten Gebilde als nur ein Gebilde auffasst, so beschränkt man
die Definition sechsfach, weil alle einander congruenten Gebilde
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immer ein scchsstufycs System bilden, oder, was schliesslich dasselbe

ist, weil das räumliche Cartesische Coordinatenkreiiz die Constanten-

zahl 6 hat.
'

§ 4.

Das Princip von der Erhaltung der Anzahl.

Ist ein algebraisches Gebilde F mü der Constantenzahl c einer

einzelnen oder zusammengesetzten c- fachen Bedingimg z vmter-

worfen, so giebt es im Allgemeinen eine endliche Anzahl N (§ 3)

räumlicher Individuen, welche sowohl der Definition des Gebildes

F, als auch der c- fachen Bedingung z genügen. Ist nun z eine

räumliche Bedingung, werden also durch z gewisse andere Gebilde

r' als gegeben (cf. § 2, Bemerkung 2) vorausgesetzt, so bleibt die

Zahl Ny wenn sie nicht unendlich wird, immer gleich gross
^
gleich-

viel, ob man die Gebilde^T' ihre Lage zu einander ändern lässt

oder sie vielleicht unter Aufrechthaltung ihrer Definition specialisirt.

Dieses Princip, schon lange ein wichtiges Forschungsinstrument bei

der Bestimmung geometrischer Anzahlen, ist dennoch vor dem Ver-

fasser noch nie soweit ausgebeutet, dass man die gemeinsamen

Grundlagen festgestellt hätte, auf welche alle einzelnen Anwend-

ungen des Princips sich wegen der Grundeigenschaften des Raumes

naturgemäss stützen müssen. Der Verfasser hat dieses Princip

,y Princip von der Erhaltung der Anzahl'^ genamit (Lit. 4). Es sagt

in algebraischer Interpretation nichts anderes aus, als dass Ver-

änderungen der Constanten einer Gleichung die Zahl ihrer Wurzeln

entweder unberührt lassen oder aber unendlich viele Wurzeln ver-

ursachen, indem sie die Gleichung zu einer identischen machen.

Das Princip von der Erhaltung der Anzahl nimmt für die Anwend-

ungen in der Geometrie vier Formen an, welche man kurz etwa

so aussprechen kann:

I. Eine Anzahl wird unendlich oder bleibt erhalten, wenn die

gegebenen Gebilde speciellere Lagen im Baume einnehmen, also etwa

unendlich fem werden.

IL Eine Anzahl wird unendlich oder bleibt erhalten, wemi die

gegebenen Gebilde speciellere Lagen zu einander einnehmen, also

z. B. gegebene Punkte auf gegebene Gerade fallen.

III. Eine Anzahl wird unendlich oder bleibt erhalten, wemi an

die Stelle der zunächst allgemein gedachten gegebenen Gebilde F'

speciellere Gebilde treten, welche die Definition der F' erfüllen, also

z. B. an die Stelle eines gegebenen allgemeinen Kegelschnitts ein
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Kegelschnitt tritt, dessen Punkte zwei Gerade und dessen Tangen-

ten zwei Strahlbüschel bilden, deren Scheitel in den Schnitt dieser

beiden Geraden fällt (cf. die Ausartungen der Gebilde in Abschnitt IV).

IV. Eine Anzahl wird bei einer gewissen Lage der gegebenen

Gebilde nothwendig tmendlich , wenn für sie ein Werth grösser' als

N constatirt ist, während bei einer anderen Lage sich ein Werth

ergiebt, der genau gleich N ist.

Um den Inhalt des Princips V9n der Erhaltung der Anzahl

klarzulegen, führe ich die folgenden, sehr einfachen Beispiele und

Anwendungen an.

Beispiele.

L Dem Strahle g sei die vierfache Bedingung g* auferlegt,

dass er 4 gegebene Gerade schneiden soll. Es fragt sich, wieviel

Strahlen die gestellte Bedingung erfüllen. Mit Rücksicht auf den

Satz II specialisiren wir die Lage der 4 gegebenen Geraden so,

dass die erste und die zweite, sowie die dritte und die vierte Ge-

rade sich schneiden. Dann erfüllen die gestellte Bedingung 2 Strahlen,

nämlich:

a) der Verbindungsstrahl der beiden Schnittpunkte,

b) der Strahl, in welchem sich die beiden Schnittebenen

schneiden.

Folglich giebt es nach unserem Princip immer 2 Strahlen, welche

4 gegebene Gerade schneiden, oder aber unendlich viele, wozu eine

noch speciellere Lage der 4 gegebenen Geraden erforderlich wäre,

etwa die, bei welcher 3 von den Geraden einen gemeinsamen Schnitt-

punkt hätten.

2. Weiss man, dass es in einem Büschel von Flächen zweiten

Grades 3 Paraboloide, d. h. 3 Flächen giebt, welche die unendlich

ferne Ebene berühren, so weiss man, wegen der Form I des Prin-

cips, auch, dass es in dem Büschel 3 Flächen giebt, welche eine hc-

liebig gegebene Ebene berühren.

3. Weiss man, dass eine gewisse Gerade mit einer Fläche nicht

mehr und nicht weniger als w Punkte gemein hat und dass eine

zweite Gerade mindestens n-\-l Punkte mit der Fläche gemein hat,

so muss sie nach Satz IV unendlich viele Punkte mit der Fläche

gemein haben.

4. Um die Fruchtbarkeit des Princips auch in der unter Nr. III

genannten Richtung zu zeigen, bestimmen wir vermöge des Prin-

cips die Zahl x derjenigen Curven eines in fester Ebene liegenden

Systems 2J von Plancurven, welche eine gegebene, in derselben
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Ebene liegende Curve C m*«' Ordnung n*^'^ Ranges berühren, indem
wir statt der allgemeinen Curve C eine speciellere Curve setzen,

welche die Definition von C erfüllt. Bekamitlich kami die Curve
C dahin ausarten, dass ihre Punkte m Gerade bilden, die in eine
einzige Gerade g zusammenfallen, und dass ihre Tangenten n Strahl-
büschel bilden, deren n Scheitel S auf g liegen (cf. die Erzeugung
der Ausartungen durch homographische Abbildung in §§ 20 und 23).
Nach der Form III des Princips von der Erhaltung der Anzahl
kami die Zahl x also gefunden werden, indem man mitersucht, wieviel
Curven aus U die eben genannte, speciellere Curve C berühren.
Dies ist sehr leicht, sobald man sich klar gemacht hat, was „Be-
rührimg zweier Curven'' bedeutet. Am gebräuchlichsten ist es,

2 Curven „sich berührend" zu nennen, nicht etwa, wenn sie über-
haupt 2 unendlich nahe Punkte gemein haben, sondern wenn ihnen
beiden FunU und zugehörige Tangente gemeinsam ist. Hiernach wird
die speciellere Curve C berührt,

erstens^ einmal durch jede Curve des Systems, welche durch
einen der w Punkte S geht,

zweitens, m-mal durch jede Curve des Systems 2;, welche die

Gerade g berührt, und zwar durch jede Curve m-mal, weil bei

jeder Berührung ein auf einer solchen Curve liegendes, aus Tan-
gente und Berührungspunkt bestehendes Gebilde mit m eben-

solchen, aber e angehörigen Gebilden identisch ist, da ja die

^ Gerade g m-mal eine Tangente von C ist.

Bezeichnet also ^i, wieviel Curven des Systems durch einen

gegebenen Punkt gehen, v wieviel eine gegebene Gerade berühren,

so ergiebt sich hiernach für x die bekannte Formel:

x= n.ii-^m.v.
Zur Ableitung dieser Formel reichte das Princip von der Er-

haltung der Anzahl aus. Bisher hat man dazu immer Hilfsmittel

von weniger fundamentalem Charakter herangezogen, z. B. das

Correspondenzprincip oder die Polarentheorie. Auch uns wird diese

Formel noch zweimal wieder erscheinen, erstens als Beispiel für

eine Anwendung der Coincidenzformeln in § 14, zweitens im sechsten

Abschnitt, § 32, als sehr specieller Fall der Formel für die ge-

meinsamen Elemente zweier Systeme von Gebilden, deren jedes aus

einem Strahle und einem darauf liegenden Pmikte besteht. Natür-
lich kann man in ähnlicher Weise, wie die obige Formel, noch
mehrere andere Formeln ableiten, welche sich auf die Berührung
von Flächen und von Raumcurven beziehen.
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5. Gegeben seien in fester Ebene eine Plancurve C m*®'' Ord-

nung^ w*^"^ Ranges und ein Kegelschnitt K. Zu jeder Tangente in

C ist der Pol in Bezug auf K bestimmt, und mit dem Berührungs-

punkt der Tangente verbunden. Gesucht wird die Zahl x, welche

angiebt, wieviel von den eben gezogenen go^ Verbindungsstrahlen

durch einen beliebig in der Ebene gegebenen Punkt P gehen. Wir

dürfen nach der Form III unseres Princips statt des allgemeinen

Kegelschnittes K einen specielleren setzen, und wählen dazu einen

Kegelschnitt, dessen Punkte zwei in eine Gerade g zusammen-

fallende Gerade bilden, und dessen Tangenten zwei Strahlbüschel

bilden, deren Scheitel Ä und B auf g liegen (cf. § 20). Wir dürfen

ferner wegen der Form II unseres Princips die Lage des Punktes

P specialisiren, und legen ihn in den einen von den beiden Scheiteln

und zwar in Ä. Jetzt erfüllen die gestellte Bedingung:

erstens ^ mmal die Gerade ^, weil die Tangente in jedem der

m Schnittpunkte von g und C ihren Pol auf g hat, und also die

Verbindungslinie" von A mit jedem der so erhaltenen m Pole zu

den gesuchten x Verbindungsstrahlen gehört;

zweitens^ jede, der n von A an die Curve C gehenden Tan-

genten, weil diese ihren Pol in A haben. Daher ist

x= m-\-n.

Denken wir uns g unendlich fern, sowie A und 13 als die

imaginären Kreispunkte, so spricht diese Formel aus, dass von

jedem FunUe in der Ebene einer Plancurve n-\-m Normalen auf die-

selbe gefällt werden können.

6. Gegeben sei eine Fläche F o^^"" Ordnung, r^^"" Ranges, Ä;*^^

Klasse, und ausserdem ein in einer Ebene E liegender Kegel-

schnitt K. Zu jeder Tangentialebene von F ist der Pol in Bezug

auf K bestimmt, und mit dem Berührungspunkte der Tangential-

ebene verbunden. Gesucht werden die Zahlen x und «/, welche be-

züglich angeben, wie viel von den eben gezogenen oo^ Verbindnngs-

strahlen durch einen beliebig gegebenen Punkt P gehen, resp. in

einer beliebig gegebenen Ebene e liegen. Wir denken uns den

Kegelschnitt K wieder, wie in der vorigen Nummer, als eine

Doppelgerade g mit den Scheiteln A und B zweier Tangenten-

büschel, und legen dami den Punkt P in ^, die Ebene e durch A.

Dann setzt sich x aus drei Zahlen zusammen, erstens aus o, weil

die Verbindungslinie jedes der o Schnittpunkte von g und F mit

dem Pole seiner Tangentialebene einen durch P gehenden Strahl

liefert, zweitens aus r, weil in der Ebene E r durch P gehende
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Tangenten liegen, drittens aus Ic^ weil durch g sm F Ic Tangential-

ebenen gehen, deren Pole als in P liegend gedacht werden dürfen.

Die Zahl y ist gleich r, weil, wenn e durch Ä geht, jede durch

A gehende in e liegende Tangente zu den gesuchten Verbindungs-

strahlen gehört, und sonst kein Strahl in e existirt, der einen

Flächenpunkt mit dem Pole seiner Tangentialebene verbindet.

Also ist

y = r.

Denken wir uns dann die Ebene E unendlich fem, den darauf

befindlichen Kegelschnitt K als den Poncelet'schen imaginären Kugel-

kreis, so geben diese beiden Formeln die (Lit. 5) bekannten Resul-

tate, dass es in jedem ebenen Schnitt einer Flüche F o*^'' Ordnung,

r'^" Banges^ ¥^'' Klasse r Normalen der Fläche giebt, und dass auf

eine solche Fläche von jedem Punkte des Raumes aus o-\-r-^]c Nor-

malen gefällt werden können. Eine weitere Anwendung, welche auf

Specialisirung des Kegelschnittes beruht und ein metrisches Anzahl-

problem löst, findet sich in § 33 unter Nr. 28, wo die Zahl der

Kreispunkte einer Fläche bestimmt ist.

Die wichtigste Anwendung findet das Princip von der Erhal-

tung der Anzahl im zweiten Abschnitt, wo die allgemeinsten Anzahl-

Beziehungen aufgestellt sind, welche sich für die Hauptelemente

des Raumes ergeben, wenn man der Algöbra nichts weiter entlehnt,

als das Princip von der Erhaltung der Anzahl. Diese Beziehungen,

sowie das im dritten Abschnitt ausgebeutete Correspondenzprincip

sind die Mittel, vermöge deren der Verfasser schliesslich alle geome-

trischen Anzahlen als Functionen von eifiigen wenigen Anzahlen dar-

stellt, die durch die Erfahrung erkannt werden, und deshalb axio-

matische heissen sollen. Es sind dies die Zahlen, welche angeben,

wie viel Hauptelemente durch gegebene Grundbedingungen bestimmt

sind, also namentlich:

1. die Zahl 1 der gemeinsamen Punkte einer Geraden und

einer Ebene;

2. die Zahl 1 der gemeinsamen Ebenen eines Ebenenbüschels

und eines Ebenenbündels;

3. die Zahl 1 der gemeinsamen Strahlen zweier Strahlenbündel

(zwischen zwei Punkten ist nur eine einzige Gerade möglich);

4. die Zahl 1 der gemeinsamen Strahlen zweier als Strahlen-

feider aufgefassten Ebenen;
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5. die Zahl der gemeinsamen Strahlen eines Strahlenbündels

und eines Strahlenfeldes.

Man beachte wohl, dass alle in diesem Buche aus den axio-

matischen Anzahlen des Raumes abgeleiteten Anzahlen nicht etwa

die reellen Gebilde allein zählen, sondern die Summe der reellen

und der sogenannten imaginären Gebilde. Es beruht dies darauf,

dass die beiden, allen Anzahlbestimmungen zu Grunde liegenden,

algebraischen Principien, das Princip von der Erhaltung der Anzahl

und das Correspondenzprincip (§ 13), nur richtig sind, wemi immer

alle imaginären Werthe mitgezählt werden. Man kennt überhaupt

noch sehr wenige Beziehungen zwischen Anzahlen reeller und ima-

ginärer geometrischer Gebilde. Doch haben Zeuthen und Klein in

letzter Zeit derartige Beziehungen gefunden. Klein beweist z. B.,

dass bei jeder Plancurve die den Plücker'schen Formeln analoge

Formel gilt

n-^w'-^2,t''=l-\-r' -\-2.d'' (Lit. 6),

wo n die Ordnung, h den Rang der Plancurve bezeichnet, ferner

«// die Zahl der reellen Wendungen, ^" die Zahl der reellen isolirten

Doppeltangenten, / die Zahl der reellen Spitzen, ^" die Zahl der

reellen, isolirten Doppelpunkte ist.

Nach dem Principe von der Erhaltung der Anzahl giebt es in

einem ^- stufigen Orte (d. h. Systeme von Hauptelementen, § 3)

immer eine unveränderliche Anzahl von Hauptelementen, welche

eine hinzutretende /-fache Grundbedingung erfüll'en. Solche für die

Oerter charakteristischen Anzahlen heissen GradmMen, weil sie die

Grade der Gleichungen angeben, durch welche man die Oerter in

der analytischen Geometrie darstellt, und zwar versteht man unter

1. Grad einer Curve die Zahl der Punkte, welche sie auf jeder

Ebene (d. h. jedem Punktfelde) besitzt;

2. Grad einer Fläche die Zahl der Punkte, welche sie auf jeder

Geraden besitzt;

3. Grad einer T(yrse (d. h. eines einstufigen Ortes von Ebenen)

die Zahl der Ebenen, welche sie mit jedem Ebenenbündel gemein

hat, d. h. welche sie durch jeden Punkt schickt;

4. Grad eines zweistufigen Ortes von Ebenen (Ebenenfläche) die

Zahl der Ebenen, welche er mit jedem Ebenenbüschel gemein hat,

d. h. welche er durch jede Gerade schickt;

5. Grad einer Linienfläche die Zahl der Strahlen, welche sie

einen gegebenen Strahl schneiden lässt;

Schubert, Kalkül der abzälilendeu Geometrie. 2
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6 a. Feldgrad einer Congruenz die Zahl der Strahlen, welche

sie in einer gegebenen Ebene (Strahlenfeld) besitzt;

6b. Bündelgrad einer Congruenz die Zahl der Strahlen, welche

sie durch einen gegebenen Punkt schickt, d. h. mit einem gegebenen

Strahlenhündel gemein hat;

7. Grad eines Complexes die Zahl der Strahlen, welche er in

einem gegebenen Strahlbüschel besitzt.

Da man häufig die Curve sowohl als Ort ihrer Punkte, wie

auch als Ort ihrer Tangenten, wie auch als Ort ihrer Schmiegungs-

ebenen, und ebenso die Fläche sowohl als Punktfläche, wie auch

als Linienfläche, wie auch als Ebenenfläche auffasst, so ist es

zweckmässig, noch besondere Namen für die Grade der Punktörter,

der Strahlenörter und der Ebenenörter einzuführen. Da sich für

diese besonderen Namen noch keine feste oder consequente Termi-

nologie ausgebildet hat, so entscheiden wir uns dahin, die Gradzahl

1. eines Punktortes auch Ordnung
^

2. eines Strahlenortes auch Bang^

3. eines Ebenenortes auch Klasse (Lit. 7)

zu nennen. Die Congruenz hat zwei gleichberechtigte Gradzahlen,

für welche die Namen Ordnung und Klasse üblich geworden sind,

nur dass die Einen Ordnung nennen, was die Anderen Klasse

nennen, und umgekehrt. Jedes Missverständniss wird aber ver-

mieden, wenn wir die beiden Gradzahlen der Congruenz durch

die bezeichnenden Namen Feldgrad und Bündelgrad oder auch

Feldrang und Bündelrang von einander unterscheiden.

Die Giltigkeit des Princips von der Erhaltung der Anzahl ist

die Vorbedingung für die Anwendbarkeit der in den folgenden Ab-

schnitten abgeleiteten Resultate und Methoden. Transcendente Curven

und Flächen kömien daher nur dann als gegeben vorausgesetzt

werden, wenn sie algehraische Systeme bilden, d. h. solche Systeme,

aus denen immer eine constante, endliche Anzahl von Gebilden eine

gegebene Bedingung erfüllt. Z. B. hat die oben in Nr. 4 ent-

wickelte Formel
x= n.fi + m.v

Iceinen Sinn, wemi die gegebene Curve transcendent ist, was auch

schon daraus hervorgeht, dass dann die Begrifi"e Ordnung und

Klasse illusorisch würden. Die Formel kann aber vollkommen

giltig bleiben, wenn man von dem gegebenen einstufigen Systeme

voraussetzt, dass es von transcendenten Curven gebildet ist (Lit. 5a).
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§5.

Die Darstellung der den Bedingungen zugehörigen An-

zahlen durch die Bedingungssymbole und das Rechnen

mit diesen Symbolen.

In § 4 ist besprochen, dass jede einem Gebilde F mit der

ConstantenzaW c auferlegte, c- fache Bedingung immer durch eine

unveränderliche^ endliche Zahl von Gebilden F erfüllt wird. Es liegt

daher nahe, diese von der c- fachen Bedingung allein abhängige

Anzahl mit ganz demselben Symbole z zu bezeichnen j wie die Beding-

ung selbst (Lit. 8). Indem wir dann, der Kürze wegen, immer blos

„Bedingung'^ sagen, statt j,durch die Bedingung bestimmte Anzahl'^

können wir von Functionen der Bedingungen und von Gleichungen

zwischen Bedingungen sprechen. Hiemach hat bei einem Gebilde

mit der Constantenzahl c eine Gleichung zwischen Bedingungen

natürlich nur dami Sinn, wemi jede dieser Bedingungen c^^ Dimen-

sion ist. Wir ertheilen jedoch auch einer Gleichung ztvischen Be-

dingungen von niederer als der c'^" Dimension einen Sinn. Eine Gleich-

ung zwischen a-fachen Bedingungssymbolen soll nämlich den Sinn haben,

dass aus ihr jedesmal eine Identität zwischen Anzahlen erhalten wird^

sobald man nur allen a-fachen Symbolen ein und dasselbe, sonst ganz

beliebige, (c — a)-fache Bedingungssymbol als symbolischen FaJctor hin-

zusetzt, und dann statt jedes der entstandenen (a -\- c — a) - fachen Be-

dingungssymbole die zugehörige Anzahl einsetzt. Demnach spricht eine

Gleichung a^^^ Dimension, d. h. zwischen a-fachen Bedingungcfn , soviel

Anzahlidentitäten aus, als überhaupt (c — a)- fache Bedingungen

denkbar sind.

Zur Verdeutlichung diene folgendes Beispiel. Für eine Plan-

curve n*^'" Ordnung mit der Constantenzahl c bezeichne P die zwei-

fache Bedingung, dass sie durch einen gegebenen Punkt gehe, ft

die einfache Bedingung, dass sie ihre Ebene durch einen gegebenen

Punkt schicke, v die einfache Bedingung, dass sie eine gegebene

Gerade schneide. Dami bedeuten die Symbole P, ftv, ft^ drei zwei-

fache Bedingungen, zwischen denen die in § 12 Nr. 9 zu beweisende

Gleichung

1) P=^v — n.ii^

besteht. Diese Gleichung sagt nun aus, dass, wenn y irgendwelche

(c— 2) -fache Bedingung ist, die drei Anzahlen Py, \iivy, ^^y immer

durch die Relation

2) Py = ^vy — n . ^^)j

2*
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mit einander verbunden sind, gleichviel, was für eine (c- 2) -fache

Bedingung man unter y versteht. Da die Curven, welche die will-

kürliche Bedingung y erfüllen, ein zweistufiges System bilden, so

kann man die obige Gleichung auch so interpretiren. In jedem

zweistufigen Systeme von Flancurven n^*^" Ordnung ist die Zahl der

die Bedingung P erfüllenden Curven gleich der Zahl der fi v erfüllen-

den Curven vermindert um das n-fache der ^^ erfüllenden Curven.

Es liegt in der Definition einer Gleichung zwischen «-fachen

Bedingungssymbolen, dass aus einer solchen Gleichung immer wieder

eine richtige Gleichung hervorgeht, tvenn man jedem a-fachen Symbol

ein und dasselbe beliebige j ettva ß-fache Symbol v als Faktor hinzu-

setzt. Denn die Identitäten, welche man aus der neu entstandenen

Gleichung ziehen kann, befinden sich ja dann sämmtlich unter den

Identitäten, welche die ursprüngliche Gleichung ausspricht. Die

neue Gleichung spricht nämlich diejenigen Identitäten aus, welche

man erhält, weim man die hinzuzudenkende vollkommen willkür-

liche Bedingung y so auffasst, als wäre sie aus v und einer be-

liebigen anderen Bedingung zusammengesetzt. Dieses Hinzusetzen

eines und desselben Bedingungssymbols zu den sämmtlichen Sym-

bolen einer Gleichung zwischen Bedingungen, ist vom Verfasser

jySymbolische Multiplication jener Gleichung" genannt (Lit. 8). Das

Verfahren der symbolischen Multiplication involvirt also keine sach-

liche Aenderung; es führt aber zu einer specielleren Interpretation

der Gleichungen, indem es die Dimension der »Formel erhöht, und

die Dimension der hinzuzudenkenden Bedingungen um ebensoviel

erniedrigt. Beispielsweise multipliciren wir die oben angeführte

Gleichung

1) P=^v- n.^^

mit P. Dann kommt:

3) P^ = ^vP-n.^^P.
Multipliciren wir ferner mit ^v und mit ft^, so erhalten wir:

4) ^vP=- ii^v^ — n .^i^v

und

5) ii^P=ii^v,

wo bei 5. rechts der Subtrahend n . fi* fortgelassen ist, weil keine

Plancurve existirt, deren Ebene durch 4 beliebicr oregebene Punkte

gehen könnte. Aus 3., 4., 5. folgt nun durch Substitution:

6) P^= ii^v^-2.n.^^v,

Wir konnten die Gleichung G auch direct aus Gleichung 1

ableiten, indem wir auf beiden Seiten quadrirten. Üeberhatipt
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gelten in unserem Bedingungskalhül alle arithmetiscJien Regeln, welche

aus Addition, Suhtraetion und Multiplication allein sich ergehen.

Da die auftretenden Gleichungen meist lineare ganze Functionen

von Bedingungen gleicher Dimension einander gleich setzen, so ist

eine Verwechselung einer symbolischen Multiplication mit einer

wirklichen Multiplication kaum zu befürchten. Trotzdem unter-

scheiden wir, der grösseren Deutlichkeit wegen, die beiden Multi-

plicationen häufig dadurch , dass wir bei wirklichen Multiplicationen

einen Punkt als Multiplicationszeichen setzen, bei symbolischen

Multiplicationen dagegen nicht. Erst im sechsten Abschnitt kommen
Formeln vor, in denen Bedingungssymbole theils durch symbolische,

theils durch wirkliche Multiplication verbunden werden.

Der Kürze wegen schreiben wir Bedingungen, die allen Gliedern

einer Summe gemeinsam sind", auch wie abgesonderte Faktoren, be-

achten jedoch dabei, dass eine Gleichung zwischen Bedingungen

erst dann interpretirt werden kann, wenn jede angedeutete Midtipli-

cation entweder eines Symbols mit einer Summe, oder zweier

Summen wirklich ausgeführt ist. Wir schreiben also z. B.

F'^ = (}iv — n.^^) {}iv — n.^^) = {^v — n. ft^)^,

können aber darunter nichts anderes verstehen, als:

P^= li^v^ — 2 .n.^^v.

Eine symbolische Division, d. h. ein Weglassen eines und des-

selben symbolischen Faktors aus allen Bedingungssymbolen einer

Gleichung führt nicht nothwendig zu einer richtigen Gleichung, ist

also im Allgemeinen nicht gestattet. Es ist z. B. richtig die Formel 5:

jedoch wäre es falsch, wenn man daraus schliessen wollte:

P^^^^v oder P=^v.
Häufig schreiben wir auch bei einem Gebilde mit der Con-

stantenzahl c solche Gleichungen «*®^ Dimension, welche nur richtig

werden, wenn allen «-fachen Bedingungen eine gewisse Sorte von

(c — «)- fachen Bedingungen zugesetzt wird, oder, was dasselbe ist,

welche nicht für alle «-stufigen Systeme, sondern nur für gewisse

unter ihnen giltig sind. Dann muss natürlich immer der Giltig-

kcitshereich der Gleichungen genau angegeben und es muss

namentlich bei jeder symbolischen Multiplication mit einer Beding-

ung beachtet werden, ob sie auch mit zu den definirenden Be-

dingungen der im Giltigkeitsbereiche liegenden Systeme gehört.

Gilt eine Formel cc^^^ Dimension für alle «-stufigen Systeme, so
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nennen wir sie allgemeingiltig. Nicht allgemeingiltig , sondern nur

giltig für gewisse Systeme sind z. B. in § 13 Nr. 14 bis 17,

ferner die Formeln der §§ 25 und 26. Wemi über den Giltig-

keitsbereich einer Formel nichts festgesetzt ist, so ist sie allgemein-

gütig.

§6.
V

Die Gleichungen zwischen den Grundbedingungen jedes

der drei Hauptelemente.

Bis vor einigen Jahren studirte man von den Systemen der

geometrischen Gebilde fast nur die Punktsysteme, d. h. Curven und

Flächen, und wegen des Princips der Dualität auch wohl die

Systeme von Ebenen. Erst seit Kurzem erkannte man den Strahl-

systemen gleiches Anrecht zu und bildete die Liniengeometrie aus.

Ueber Systeme von anderen Gebilden aber, als von diesen 3 Haupt-

elementen, öxistiren bis jetzt nur sehr wenig Untersuchungen (Lit. 9).

Deshalb ist es zunächst wichtig, bei den 3 Hauptelementen die

Beziehungen zwischen ihren Grundbedingungen festzustellen.

Für den Punkt p sind in § 2 die Bedingungen Pj Pg^ P de-

finirt. Dazu gesellen sich die zusammengesetzten Bedingungen p^,

ppgj p^. Besitzt ein Gebilde F nur einen einzigen Punkt ^, so be-

deutet nach den Festsetzungen des § 2 erstens p^ die Zahl derjenigen

Gebilde eines zweistufigen Systems , welche ihren Punkt p auf zwei

gegebenen Ebenen, also nothwendig auf deren Schnittgeraden haben,

zweitens pg die Zahl derjenigen Gebilde, welche p) auf einer ge-

gebenen Geraden haben. Nach dem Princip von der Erhaltung der

Anzahl sind also die Zahlen p"^ und pg einander gleich. Da das

zweistufige System ganz beliebig war, so ist also immer richtig

die Gleichung:

1) P^=Poi

aus welcher durch symbolische Multiplication mit p folgt:

2) p^ =pp
Da femer ein Punkt, welcher sowohl auf einer gegebenen

Ebene, wie auch auf einer gegebenen Geraden liegen soll, noth-

wendig der Schnittpunkt beider sein muss, so ist:

3) PP.-P-
Also ist auch wegen 2:

4) p^= P.
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Hat aber das Gebilde F mehrere mit p bezeichnete Punkte,

und bedeutet p für F die Bedingung, dass F irgend welchen Punkt

p auf einer gegebenen Ebene habe, so darf p'^ nicht gleich pg ge-

setzt werden, weil ja die Bedingung p^ dann nicht blos erfüllt

wird, wenn ein Punkt p auf der Schnittgeraden der beiden Ebenen

liegt, die durch die Bedingung p^ als gegeben hingestellt werden,

sondern auch, wenn ein Punkt p auf der einen, und ein anderer

Punkt auf der anderen der beiden gegebenen Ebenen liegt.

Analog den Gleichungen 1 bis 4 erhält man für ein Gebilde,

welches eine einzige Ebene e enthält,

5) 6^ = 6^, 6) e^= eeg,

7) eeg = E, 8) e^ = E.

Wegen der Gleichungen 1 bis 8 werden wir immer p^ statt

Pgj p^ statt P, e^ statt e^, e^ statt E schreiben, wenn mit p resp.

e nur ein einziger Punkt des vorliegenden Gebildes bezeichnet ist

oder wenn ein Missverständniss bei der üebertragung der Beding-

ungen unmöglich ist.

Für den Strahl g haben wir in § 2 die Grundbedingungen

9y (Jey gp, gs, O
kennen gelernt. Dazu gesellen sich noch die aus ihnen zusammen-

gesetzten Bedingungen. Zwischen den 3 zweifachen Bedingungen

(/e, ^py g^ besteht eine Gleichung, welche wir jetzt ableiten wollen.

Besitzt ein Gebilde F einen Strahl g^ so bedeutet g^ die Zahl der-

jenigen Gebilde eines zweistufigen Systems, welche ihren Strahl g

zwei gegebene Gerade schneiden lassen. Diese Zahl bleibt aber

(§ 4) unverändert, wenn man die beiden gegebenen Geraden sich

schneiden lässt. Dann aber erfüllt die Bedingung g^ erstens jedes

Gebilde, dessen g durch den Schnittpunkt geht, zweitens jedes Ge-

bilde, dessen g in der Schnittebene liegt, ausserdem aber kein Ge-

bilde. Man hat also:

9) 9^ = gp + 9e'

Ebenso erhält man leicht:

10) ggp-gs, H) Oüe==gs->

12) ggs-G, 13) g^ge-O,

Multiplicirt man daim noch 9. mit </, so kommt:

14) g^=ggp+gge,
oder wegen 10 und 11

15) !f'-2.y,.
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Eiidlicli erhält man durch symbolische Multiplicationen mit

Benutzung von 12 und 13:

16) (^ = 9e^=-9p^-9'9v = f9e = gg. = h.(f.

Natürlich kann man die in den Bedingungssymbolen steckenden

Anzahlen auch als Gradzahlen der von Punkten, Ebenen und Strahlen

erzeugten Systeme auffassen. Beispielsweise kann man die Gleich-

ung 9 auf folgende Weise in Worte fassen. Der Grad der Linic^i-

fläche aller derjenigen Strahlen, welche einer Congruenz und zugleich

einem speeiellen linearen Complexe angehören, ist gleich der Summe
von Biindelgrad und Feldgrad der Congruenz, d. h. gleich der Summe
der durch einen gegebenen Punkt gehenden und der in einer ge-

gebenen Ebene liegenden Strahlen.
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Die Incidenz form ein.

§ 7.

Die lucidenzformeln für Punkt und Strahl.

Den Hauptelementen schliessen sich als nächst einfache Gebilde

die Incidenzen an, d. h. diejenigen Gebilde, welche aus zwei ver-

schiedenen Hauptelementen zusammengesetzt sind, die eine gewisse,

incident genannte, specielle Lage zu einander haben. Incident heissen

nämlich (Lit. 10):

1. Punkt und Strahl, wenn der Punkt auf dem Strahle liegt,

oder, was dasselbe ist, der Strahl durch den Punkt geht;

2. Ebene und Strahl ^ wenn der Strahl in der Ebene liegt;

3. Punkt und Ebene ^ wenn der Punkt in der Ebene liegt;

4. Strahl und Strahl^ wenn*die beiden Strahlen sich schneiden.

Alle Gleichungen zwischen den Grundbedingungen jeder dieser

4 Incidenzen nennen wir Incidenzformein. In diesem Paragraphen

stellen wir nur die lucidenzformeln für Punkt und Strahl auf.

Irgend ein Gebilde besitze einen Strahl g und auf demselben

einen Punkt p. Dann lassen sich 4 auf p und g bezügliche, zwei-

fache Bedingungen angeben, nämlich:

P"; 9ey Qpy pg-
Das Symbol pg bezeichnet nach den Festsetzungen der §§ 2

und 4 die Zahl derjenigen Gebilde eines Systems, welche ihren

Punkt p auf einer gegebenen Ebene haben und zugleich ihren Strahl

g eine gegebene Gerade schneiden lassen. Diese Zahl ändert sich

nach dem Princip von der Erhaltung der Anzahl (§ 4) nicht, tvenn

wir die gegebene Gerade in die gegebene Ebene legen. Dann aber er-

füllt die Bedingung pg erstens jedes Gebilde, dessen Punkt p auf

der gegebenen Geraden liegt, zweitens jedes Gebilde, dessen Strahl

g in der gegebenen Ebene liegt. Daher ist allgemein:

I)
_

pg-Pff+g

,

oder, insofern man p^ statt Pg setzen kann (§ 6)

I) pg=p^+ge'
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Aus dieser wichtigen Formel und der ihr dual entspfechenden For-

mel folgen durch symbolische Multiplicationen schliesslich alle

übrijj.en Incidenzformeln. Unser Bedingungslmlhül dispensirt uns also

schon nach einmaliger Änivendung des Princips von der ErJialkmg der

Anmhl von allen weiteren geometrischen üeherlegungcn. Multipliciren

wir die Formel 1 symbolisch mit p und mit ^, so erhält man nach

Benutzung der Formeln des § 6:

P^g=p^+pge
und

P9e+pgp=p^g+g.y
-woraus man durch Addition erhält:

II) pgp=p^+9s>

Um die Formeln vierter Dimension zu erhalten, multipliciren wir

Formel 1 symbolisch mit p^, mit gp und mit ge. Dann kommt:

p^g = 0-\-p^ge,

P9s-P^gp + 0,

P9s=-P^ge+ G;
also

:

III) P9s=p^gp = G+p^g=(^+p^ge.

Die Formeln fünfter Dimension enthalten nur Selbstverständliches,

z. B.

p^ge = \mdi p^gp^p^gs=pG.

Die eben abgeleiteten Incidenzformeln, von denen man sich beson-

ders die mit römischen Nummern versehenen merken mag, finden

überall Anwendung, wo gegebene Bedingungen sich auf einen Strahl

und einen Punkt beziehen, der dem Strahle incident ist. Wir heben

in den folgenden Paragraphen einige besonders naheliegende An-

wendungen hervor.

§ 8.

Anwendung der Incidenzformeln I, II und III auf die Incidenz

einer Tangente mit ihrem Berührungspunkt.

Indem wir unter g jede Tangente einer Eaumcurve, unter jj

ihren Berührungspunkt verstehen, gewinnen wir aus jeder Formel

des § 7 eine Formel zwischen Bedingungen, die einer Raumcurve

auferlegt sind, wenn wir nur die dort auftretenden Symbole in

richtiger Weise auf die Raumcurve übertragen. Da die Raumcurve

ein einstufiges System von Gebilden besitzt, deren jedes aus einer

Tangente und ihrem Berührungspunkte besteht, so wird aus einer
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Bedingung, welche in § 7 i-fach ist, bei der Uebertragung auf die

Raumcurve eine (i—1)- fache. Beispielsweise wird aus

1. Qe die einfache Bedingung, dass die Curve eine gegebene

Ebene berühre;

2. p^ die Bedingung, dass sie eine gegebene Gerade schneide;

3. p^ die Bedingung, dass sie durch einen gegebenen Punkt gehe;

4. Qs die Bedingung, dass sie eine gegebene Ebene berühre und

die Tangente des Berührungspunktes durch einen auf der Ebene

gegebenen Punkt schicke;

5. p^Qp die Bedingung, dass sie eine gegebene Gerade schneide

und dabei die Tangente des Schnittpunktes durch einen gegebenen

Punkt schicke.

Es wird genügen, wenn wir nur bei einigen Formeln des § 7

die Uebertragung auf die Raumcurve in Worten angeben.

Die Formel I

liefert den häufig angewandten Satz (Lit. 11):

„Äddirt man hei einem beliebigen einstufigen Systeme von Curven

die Zahl der eine gegebene Gerade schneidenden und die Zahl der eine

gegebene Ebene berührenden Curven, so ist die Summe gleich der Zahl

derjejiigen Curven des Systems, welche eine Ebene so schneidoi, dass

die Tangente des Schnittpunktes eine gegebene Gerade schneidet, oder^

was dasselbe ist, gleich dem Grad der Curve der Berührungspunlde

aller eine gegebene Gerade schneidenden Tangenten, oder, was auch

dasselbe ist, gleich dem Grad der Linienfläche derjenigen Tangenten,

welche in den SchnittpunMen der Baumcurven mit einer gegebenen

Ebene berühren/^

Dieser Satz lässt sich leicht auf Plancurven übertragen (Lit. 11).

Die Formnl II des § 7 liefert für jede Raumcurve den Satz:

j,Addirt man bei einem zweistufigen Systeme von Baumcurven

die Zahl der durch einen gegebenen PunU gehenden und die Zahl der

irgend einen Strahl eines gegebenen Strahlbüschels berührenden Baum-
curven, so ist die Summe gleich dem Grade der Curve, tvelche gebildet

wird von den Berührungspunkten aller durch einen gegebaten Punkt

an Baumcurven des Systems gesogenen Tangenten'^ (Lit. 11).

Die Formel III des § 7:

P^9p==P^9e+G
liefert den Satz:

^,Äddirt man bei einem dreistufigen Systeme von Baumcurven
die Zahl der eine gegebene Ebene in einem gegebenen Punkte berühren-
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den Baumcurven und die Zahl der eine gegebene Gerade berührenden

Baumcurven des Systems, so ist die Stimme gleich dem Grade der

Fläche^ welche gebildet wird von den BerührungspunJcten aller durch

einen gegebenen Punkt an Baumcurven des Systems gezogenen Tan-

genten.^^

Verstellt man unter g jede Tangente einer Fläche und unter p
den zugehörigen Berührungspunkt, so besitzt eine Fläche ein drei-

stufiges System solcher aus g und p bestehenden Incidenzen. Folg-

lich wird jede i- fache Bedingung des § 7 für die Fläche eine

(i — 3) -fache Bedingung. Also liefert die Formel II des §7, welche

dritter Dimension ist, eine Beziehung zwischen nullfachen Beding-

ungen, d. h. zwischen Anzahlen, die sich auf ein nullstufiges System^

d. h. eine endliche Anzahl von Flächen, also speciell auch auf eine

einzige gegebene Fläche beziehen. Da die Bedingung p^ gar nicht

erfüllt werden kann, so liefert Formel II den bekaiuiten Satz:

„Legt man von einem beliebigen Punlde des Baumes an eine

Fläche die oo^ Tangenten, so bilden ihre BerührungspunMe eine Curvc,

deren Grad gleich dem Bange der Fläche ist, d. h. gleich der Zahl

der einem gegebenen Strahlbüschel angehörigen Tangenten/'

Formel III liefert für eine Fläche den Satz:

„Addirt man bei einem einstufigen Flächensysteme die Zahl der

durch einen gegebenen Punkt gehenden Flächen und die Zahl der eine

gegebene Gerade berührenden Flächen^ so ist die Summe gleich der

Zahl derjenigen Flächen des Systems, welche eine gegebene Gerade so

schneiden, dass die Tangente im Schnittpunkt durch einen gegebenen

Punkt geht,"

§ 9.

Weitere Beispiele zu den Incidenzformeln I, II, III.

1. Es sei r/ jeder Strahl einer gegebenen Congruenz, 2^ jeder

der beiden auf ihm liegenden Brennpunkte, so dass jeder Strahl

der Congruenz zwei Incidenzen bestimmt. Daim liefert die For-

mel I den Satz:

„Addirt man die doppelte Zahl der in einer gegebenen Ebene

liegenden Strahlen einer Congruenz zu dem Grade ihrer Brenn-

fläche, so ist die Summe der Grad der Curve, die gebildet wird

von allen denjenigen Brennpunkten , welche auf den eine gegebene Ge-

rade schneidenden Gongruenzstrahlen liegen.^''

Formel II liefert einen analogen Satz für einstufige, Formel III

für zweistufige Systeme von Congruenzen.
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2. Wenn drei Punkte a^ h, c auf einem und demselben Strahle

g liegen, so besteht zwischen den Grundbedingungen von a^ h^ c

eine Gleichung dritter Dimension, welche die Grundbedingungen des

Trägers g nicht mehr enthält. Man findet diese Gleichung, indem

man aus den drei durch Formel I gelieferten Gleichungen

ag = a^-\-gey

hg=h^ + gej

g und g^ eliminirt, dabei jedoch nur addirt, subtrahirt oder multi-

plicirt, aber nicht dividirt (cf. § 5). Wir multipliciren also die

erste Gleichung mit 5 — c, die zweite mit c — a, die dritte mit a - h

und addiren die erhaltenen Gleichungen. Dann ergiebt sich;

wofür man auch schreiben kann:

(a-'b){b-c)(c-a) = 0.

Es war vorauszusehen, dass die gesuchte Gleichung für a = />,

für h = c und für c = a erfüllt werden muss, weil 3 Punkte immer

in gerader Linie liegen, sobald zwei derselben identisch sind.

3. Wir betrachten das Gebilde, welches aus zwei sich in p
schneidenden Strahlen g und h besteht. Diesem Gebilde, welches

die Constantenzahl 7 hat, legen wir die sechsfache Bedingung r/, //.«

auf imd wenden die Formeln II und III an. Dann kommt nach-

einander:

gs h = {pgp -P^) (php -p^)

==p^gphp = iß -i-p^ge ) hp

= Ghp -\-p'gehp = Ghp -f g. (H+pVi)
= Ghp-\-Hge,

ein leicht in Worten ausdrückbares Resultat, das wir sofort weiter

verwerthen wollen.

4. Wir betrachten das räumliche n-Eck mit den n Seiten

9\y O'iJ 9df • • '9n^

d. h. das Gebilde, welches aus den n Strahlen g^^ g2y...gn so zu-

sammengesetzt ist, dass der erste Strahl den zweiten, der zweite

den dritten, der dritte den vierten u. s. w., der letzte wieder den

ersten Strahl schneidet. Diesem Gebilde, welches die Constanten-

zahl 3.n hat, legen wir die 3. w- fache Bedingung

gisg2sg3sgis- • -gns

auf. Die durch diese Bedingung bestimmte Anzahl ergiebt sich bei

Anwendung des oben in 3 gefundenen Resultates ohne Weiteres.
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Man hat nämlicli dann:

gisg2s93s- • 9ns = G-ig2pg3s' --gns

+gieG-^g3s---gn3.

Nun erkennt man leicht, dass das räumliche w-Eck durch jede

der beiden rechts vom Gleichheitszeichen stehenden Bedinocungen

1- deutig bestimmt ist, vorausgesetzt, dass m>3 ist. Ist w = 3, so

ist gieG'2g3s=^} aber Gig2pgds = 0^ weil dann durch den Punkt

der Bedingung g2p kein Strahl gelegt werden kann, der die beiden

durch Gj^g^s festgelegten und in derselben Ebene liegenden Strahlen

schneiden könnte. Also ist nur für w> 3

:

gisg2sg3s---gns = 2-

Es giebt demnach 2 räumliche n - Ecke, deren n Seiten in n ge-

gebenen Strdhlhüscheln liegen, wenn >5 ist.

Um eine weitere Anzahl für das räumliche w-Eck zu bestim-

men, bezeichnen wir seine n- Ecken mit

ü^y 0^2, 0^3, .. . a^y

so dass «1 der Schnittpunkt von g^ und g^, a^ der Schnittpunkt von

r/2 und ^3 u. s. w., ttn der Schnittpunkt von ^„ und g^ ist. Dann

legen wir dem räumlichen w-Eck die 3. w- fache Bedingung

ö^i ^2% • • • ^n gip g2p •
. gnp

auf und wenden die Incidenzformel II an. Dann kommt:

ci'igip ^2g2p c^sg^p • • • ^ngnp

=W + ^1.0 (j^2^ + ^^0 K^ + ^3,0 . .
. iaj+ g».^.

Nach Ausführung der angedeuteten Multiplication rechts würde

man 2" Glieder erhalten , von denen nur

und
gisg2sg3s'-'gns

von null verschieden sind, weil alle übrigen Glieder eine nicht er-

füllbare Bedingung enthalten, nämlich die, dass ein Punkt, etwa

«2, gegeben sein soll und zugleich ein durch ihn gehender Strahl,

dies ist dann (^3, in einem gegebenen Strahlbüschel liegen soll. Nun

ist aber
ttj^a^^ . . . ttn^ = 1

,

und, wie oben gezeigt ist, für w>3:
^1.^2*...^«, = 2.

Also ist für w>3:
a^a^... 0'ng\pg2p •• -gnp'^ 3.

Für w = 3 erhält man dagegen:

«1 «2 (i^g^p g2p gsp = 2.

Dieses Resultat kann in Worten etwa so ausgesprochen werden:
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„Bewegen sich hei einem räumlichen n-Ech alle Echen mit Aus-

nahme einer einzigen auf n~ 1 festen Ebenen , während seine n Seiten

beständig durch n feste Funkte gehen, so beschreibt die ausgeschiedene

Ecke eine Baumcurve dritter Ordnung, tvenn n'^3 ist, einen Kegel-

schnitt, tvenn n — 3 ist."

Man beachte, dass der Beweis dieses Satzes oline Weiteres

aus den Incidenzformeln folgt, also kein anderes, der Algebra ent-

lehntes Princip erfordert, als das von der Erhaltung der Anzahl (§ 4).

§ 10.

Die übrigen Incidenzformeln.

Dem in § 7 behandelten Gebilde, welches aus einem Strahle

und einem darauf liegenden Punkte besteht, entspricht dual das

Gebilde, welches aus einem Strahle und einer durch ihn gehenden

Ebene besteht. Die für dieses Gebilde geltenden Incidenzformeln

können also aus den in § 7 abgeleiteten Formeln direct abgelesen

werden. Die Ebene heisse e, der auf ihr liegende Strahl g. Dann

hat man zunächst:

IV*) eg= g,+ c„

oder, insofern ^ für Cg substituirt werden darf (§ 6)

IV) eg= g,+ e\

Daraus folget:O"
c'9 = agp -f e^y

und namentlich:

V) ege=^gs-\-e\

ferner die Formel vierter Dimension:

VI)
'

e'g,= egs=-G-{-e^g^G-^e^g^.

Die dritte der 4 in § 7 angeführten Incidenzen besteht aus

einer Ebene e und einem in derselben befindlichen Punkte p. Die For-

meln zwischen den Grundbedingungen dieser Incidenz erhält man
durch blose Rechnung aus den bisher aufgestellten Formeln, indem

man beachtet, dass, wenn der Punkt p auf dem Strahle g liegt,

und dieser Strahl g in der Ebene e liegt, der Punkt p auf die

Ebene e fallen muss. Man hat also sowohl

wie auch
"

eg-e^-\-gp.

* Die römiscben Nummern schliessen sich an die Nummern des § 7 an.
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Aus beiden folgt, wenn man die erste Gleichung mit e^ die

zweite mit jp multiplicirt, und beachtet, dass dann die linken Seiten

identisch werden:

Nun substituirt man nach Formel II und Formel V für eq, und

2)^p. Daim kommt:
fe -V (h+ e^ = e^i? + g. + jp^

oder

VII) f-fc^^e^~e^ = {).

Aus dieser wichtigen Incidenzformel folgt durch symbolische

Multiplication mit e oder p die Formel vierter Dimension:

VIII) fe-fe'^-^e^^^^.
Durch nochmalige Multiplication mit p oder e erhält man das

selbstverständliche Resultat

:

Die vierte der in § 7 angeführten Incidenzen besteht aus zwei

steh schneidenden Strahlen. Dieselben mögen g und h heissen und
sich in 2^ schneiden. Dann gelten nach I, II und III die Formeln:

(^-p^yp-p^g,

Os-pgp-p^
9e-pg-p%
he=ph—p%
ks=php—p%
H=-p^h^—p^K m

Multiplicirt man die erste dieser 6 Gleichungen mit 1, die zweite

mit —hy die dritte mit hpy die vierte mit g^^ die fünfte mit —
^,

die sechste mit 1, und addirt die dann entstandenen G Gleichungen,

so erhält man:

IX) G — g, h + ge hp -f gp he — gh-}- H^O.
Dieses ist die Formel niedrigster Dimension, die zwischen den

Grundbedingungen zweier sich' schneidender Strahlen besteht. Durch

Multiplication derselben mit /i, h^, hp entstehen die Formeln fünfter

und sechster Dimension:

X) Gh- gs Qip + h) + (gp + g,) h -gH^ 0.

XI) Ghe-gJis + gpH=0.
XII) Ghp~gsK + g,H=0.

Die Formel XII haben wir schon im Beispiel 3 des § 9 kemien

gelernt. Die Multiplication der Formel IX mit h^ giebt das selbst-

verständliche Resultat:
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Jede von den eben durcli symbolisches Rechnen gewonnenen

Formeln kann natürlich auch geometrisch abgeleitet werden. Frei-

lich ist dieser Weg meist viel umständlicher. Beispielsweise geben

wir eine geometrische Herleitung der Incidenzformel VII.

Das Gebilde, welches aus einer Ebene e und einem darin be-

findlichen Punkte p besteht, hat die dreifachen Grundbedingungen

p^y p^e, pe^, e^.

Zu diesen fügen wir die dreifache Bedingung i^e*, welche aus-

sprechen soll, dass die Ebene e durcli eine gegebene Gerade geht, auf

welcher zugleich der Punkt p liegt. Dann betrachten wir die Be-

dingung p^e und legen den gegebenen Punkt der Bedingung e in

die gegebene Gerade der Bedingung p^. Dann erfüllt die Beding-

ung p^e erstens jedes Gebilde, welches seinen Punkt p in dem
gegebenen Punkte besitzt, welches also eine Bedingung |}^ erfüllt,

zweitens aber auch jedes Gebilde, welches seine Ebene e durch die

gegebene Gerade schickt und zugleich seinen Punkt p auf ebendie-

selbe Gerade wirft, welches also eine Bedingung ^j^ erfüllt. Man
hat also:

XIII) p^e=p^-\-p e.

Folglich gilt auch die dual entsprechende Formel:

XIV) p) e^ = e^ _|_ j) g^

Aus beiden Formeln resultirt die gesuchte Formel VII durch Elimi-

nation von pe.

Man kann das Gebilde, welches aus der Ebene e und dem
darin befindlichen Punkte p besteht, als einen Strahlbüschel be-

trachten, dessen Scheitel p und dessen Ebene e heisst. Dann be-

deutet das neu eingefilhrte Symbol pe die Bedingung^ dass der Strahl-

büschel einen gegebe^ien Strahl enthalte.

§ 11.

Beispiele zu den Iiicidenzforiiielii IV bis XIV.

Beispiele zu den Incidenzformeln IV bis VI kann man durch

duale Uebertragung der in §§ 7 und 8 betrachteten Beispiele "er-

halten. Zur Einübung der übrigen Incidenzformeln mögen folgende

Beispiele dienen.

* Dieses Symbol für die oben angegebene Bedingung behalten wir in

allen folgenden Abschnitten ebenso bei, wie die in § 2 definirten Bedingungs-

symbole (Lit. 12).

Schubert, Kalkül d«r abzählenden Geometrie. 3
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1. Jede Fläche besitzt ein zweistufiges System von Gebilden,

deren jedes aus einer Tangentialebene e und deren Berührungs-

punkte p besteht. Ein einstufiges System von Flächen besitzt also

ein dreistufiges System solcher Gebilde. Auf dieses wenden wir

die Formeln XIII und XIV an. Aus p^ wird für die Fläche die

Bedingung ft, durch einen gegebenen Punkt zu gehen, aus e^ die

Bedingung ^, eine gegebene Ebene zu berühren, aus x)e die Be-

dingung Vj eine gegebene Gerade zu berühren. Folglich steckt in

Formel XIII der Satz:

j,Addirt man hei einem einstufigen Flächensysteme die Zahl ^ der

durch einen gegehmen Funkt gehenden Flächen und die Zahl v der

eine gegebene Gerade berührenden Flächen, so ist die Summe der Grad

der Fläche der Berührungspunhte auf allen denjenigen Tangentialebenen,

ivelche von einem gegebenen Punkte an edle 'Flächen des Systems ge-

bogen werden können.^'

Analog erhält man aus Formel VIII den folgenden Satz:

„Äddirt man bei einem ziveistufigen Flächensysteme die Zahl der

eine gegebene (jerade in einem gegebenen Punkte, und die Zahl de»'

eine gegebene Gerade in einer gegebenen Tangentialebene berühren-

den Flächen, so ist die Summe der Grad der Fläche der Beriihrungs-

punUe auf allen denjenigen Tangentialebenen, ivelche durch eine ge-

gebene Gerade an alle Flächen des Systems gezogen werden können."

2. Bezeichnet man bei einer Raumcurve jede Schmiegungsebene

mit e und ihren Berührungspunkt mit p, so giebt Formel VII

den Satz:

„Äddirt man bei einem meistufigen Systeme von llaumcurven die

Zahl der durch einen gegebenen Punkt gehenden Fiaumcurven und den

Grad der Curve der Berührungspunkte auf allen Schmiegungsebenen,

die durch eine Gerade gelegt tverden können, so erhält man dieselbe

Summe, als wenn man äddirt die Zahl der eine gegebene Ebene oscu-

lirenden Raumcurven zu dem Grade der Fläche der Berührungspunkte

auf allen Schmiegungsebenen, welche von einem gegebenen Punkte an

die Baumcurven des Systems gezogen werden können.'^

3. Ein zweistufiges Flächensystem enthält ein vierstufiges System

von Gebilden, deren jedes ans 2 in einem und demselben Punkte be-

rührenden Haupttangenten besteht. Auf dieses System wenden wir

die Incidenzformel IX an:

{G-\-H)-{- {gjMe + öeK) = {gsh -f gkX
Dann erhalten wir den Satz:
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„Addirt man hei einem zweistufigen Flächensysteme die Zahl der

Flächen, welclie eine gegebene Gerade als Haupttangente haben, zu der

Zahl der Flächen, tvelcJie die eine von zwei zusammengehörigen Haiipt-

tangenten durch einen gegebenen Punkt schicken und die andere in eine

gegebene Ebene werfen, so erhält man den Grad der Linienfläche, die

gebildet wird von allen Haupttangenten, welche mit einer in einem ge-

gebenen Strahlbüschel liegenden Haupttangente zusammengehörend'

Die Incidenzformeln können in manniclifaclier Weise benutzt

werden, um Formeln zwischen Grundbedingungen für alle diejenigen

Gebilde aufzustellen, welche aus einzelnen Hauptelementen zusammen-
gesetzt sind. Hierzu liefern die folgenden Nummern Beispiele.

4. In einer und derselben Ebene e mögen 4 Punkte a^^, a^^ «g,

«4 liegen. Um dann die Formel niedrigster Dimension zwischen

den Grundbedingungen von a^, a^, «g, a^ zu finden, hat man die

Grundbedingungen e, e^, e^ aus den folgenden 4 Gleichungen (In-

cidenzformel VII) zu eliminiren:

%^ — a^^e -f «1 e^ — e^ == 0,

«2^ — «2^6 + ^2 e^ — e^== 0,

^3^ — 0^8^^ + %^^ — e^ = 0,

^/ — ^/^+ ^4^^ — e» = 0.

Die Elimination liefert, dass die symbolische Determinante

a."1 ^1

3^ 2.a<^^a^^a^ 1

a^a^a^ 1

a^a^a^ 1

verschwinden muss oder, was auf dasselbe hinauskommt:

(«1 - a.^ {a^ - «g) («1 - - a^ («g - a^ (a^ - a^ (a^ — a^) = (Lit. 13).

Das Vorhandensein jedes der 6 Faktoren links konnte voraus-

gesehen werden, da 4 Punkte immer in derselben Ebene liegen,

wenn zwei von ihnen zusammenfallen.

5. In einem Strahlbüschel
^ dessen Scheitel p und dessen Ebene

e heisst, mögen die Strahlen g und h liegen. Dann bestehen
zwischen den auf p, e, ^, h bezüglichen Grundbedingungen eine

Reihe von Gleichungen, welche aus den Incidenzformeln I bis VI
folgen u;id welche ich schon in den Math. Aim. Bd. 10 pag. 326 u.

327 erwähnt habe. Von diesen Gleichungen mögen die folgenden

hier Platz finden.

a) g^=eg-e^^

3*
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i) g^¥= 4.pegh + 2 .p^gh -f 2 . ehjh - 2 .i>2eV " 4 -i^'e^/i -f 4 ./e^

,

m) gV = 4:.p^e^gh^ •

und ausserdem die aus diesen durch Yertauschung von g und h

hervorgehenden Formeln. Diese Gleichungen kann man verwerthen

bei der Berechnung der 8 enthaltenden Ausartungssymbole in § 23.

7. Wir betrachten das Gebilde, welches aus drei Strahlen be-

steht, die sich in einem und demselben Punkte p schneiden, und

dabei in einer und derselben Ebene e liegen. Es bezeichne für

dieses Gebilde:

V die Bedingung, dass irgend einer der drei Strahlen eine

gegebene Gerade schneide,

Vg die Bedingung, dass jeder von zweien unter den drei Strahlen

' eine gegebene Gerade schneide,

V3 die Bedingung, dass jeder der drei Strahlen eine gegebene

Gerade schneide.

Dann lassen sich alle höheren Potenzen von v vermöge der In-

cidenzformeln ausdrücken durch

Py ^1 ^, ^2; ^3-

Man erhält nämlich nach und nach:

v'^ = v^-\-vp-\-ve — 3^^ — 3 e^,

2/3 ^ y^ _j_ 3 y^p _|_ 3 2/^6 — 6 vp^ + 2 vpe ~6ve^ — 6pe — 6p^ — 6 e\

v^ = Q v^p -f 6 1/36 — 3 v^p^ + 14 v^pe — 3 v^e^ — 38 vpe — 40 vp^

-401/6^ + 30pV
v^ = 15 v^p^ -\- 50 v^pe+ 15 v^e^ — 30 v^pe — 60 v^p^ — 60 v^^

-mv^p^e^-\-2mfe^,

V« = 360 v^-\- 180 V3jp^ + 180 1/36^ - 500 v.^p^e'' + 560 vp'^e^,

v^ = 1120 v^p^e"^ - 2520 v^pH^,

2/8 = 4200 V3jö3e^

Die sehr leichte direct geometrische Herleitung der letzten

dieser neun Formeln liefert eine Bestätigung, denn

1/^ = 8,. (8 --4)3. 2. 2 + 8,. (8- 4),. i. 2.(1 + 1)

+ 83 . (8 - 3)3 . i . 2 . 2 . (1 + 1) = 4200.

Diese Gleichungen lassen sich z. B. bei der Berechnung der r

enthaltenden Ausartungssymbole in § 23 verweTthen.

8. Für das in einer Ebene \i liegende Dreiseit bezeichne /'jede

der drei Seiten. Dann lassen sich die Symbole
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/"/;», wo m + n>S ist,

durch "jt und durch die Symbole

f^fe", WO m4-w<;3 ist,

ausdrücken. Man erhält nämlich durch die Incidenzformeln, wie in

Math. Ann. Bd. 10 pag. 37—42 ausführlich abgeleitet ist (Lit. 14):

/*= 6 pfe -Sff- 22 i^ffe+ &i>.r + 30 ii'f, - 21 (iT+ 54 j^Y,

./^/;=3/-/-/+6f»/^/;-7^/-/-i8ftY/e--3|ii'/^+30ftV;,

f= 15 /•// + 50 npfe ~ 60 ft/-/ + 15 ftT - 210 n^ff^ - 90 jitV^

+ 360|itYM

/^/;' = ^/ + 5 ,»/•// - 10 ftv;^ + ftYY. - ft'f - 8 f.Y/;,

f% = 3 /;» 4- 26 ^/•/•/ + 21 ti'rfe - 72 ^Y/ - 6 f^'f - 102 f»Y/;,

f'=15/-/+ 165 ,*/•/'/+ 195(tYY.-545|itY/- löftY^-sgOfiYA;
/// = 3 ,t //+ 3 j^YA/ - 3 ^tYY. - 12 f^Y/,

r>f/ -^ 8 iife'+ 21 ftY/"/ - 6 ft^/;- 66 ^Y/,

/V;= 35 ^/-Z+ 130 ii'ffe'+ 5 ii'ffe - 425 ^Y/,

r = 210 f./-/+ 910 (lYA/+ 210 ii'Pf, - 3150 fiY/

;

//=6^Y/-6fiY/'/,

/•Y/= 45(iY/ + 45ftY/'/,

r/;=235^Y/+ 345^Y/?,
/^ = 1540 ^Y/ + 2660 ^Y/;';

/•/•/= 12 ,.Y/,

r/;'=39^Y/,
/•Y/ = i80|itY/,

/^/;=io50ftY'*

)

Diese Gleichungen werden in § 25 bei der Berechnung der A und

v' oder A und P' enthaltenden Ausartungssymbole gute Dienste leisten.

§ 12.

Die Incidenzformeln, angewandt auf die Hauptelementen

incidenten Systeme von Hauptelementen.

Während wir uns bisher nur mit den Fällen beschäftigt haben,

wo ein einziges Hauptelement einem andern Hauptelemente incident

ist, untersuchen wir jetzt die Fälle, wo die sämmtlichen Elemente

eines Systems von Hauptelementen einem Punkte, einer Ebene oder

einem Strahle incident sind. Ein solches System bilden z. B. die

sämmtlichen Punkte einer Plancurve. Die für solche Systeme giltigen
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Gleichungen ergeben sich ohne Weiteres aus unseren Incidenzformeln.

Zunächst erledigen wir die Fälle, wo nullstufuje Systeme von Haupt-

elementen einem Punkte, einer Ebene oder einem Strahle inci-

dent sind.

1. Liegen n Punkte p in einem und demselben Strahle ^, so

bestimmt ein und derselbe gegebene Strahl g nicht eine, sondern

n Incidenzen. Ferner hat man zu beachten, dass p^ Py, P die Be-

dingungen bedeuten^ dass irgend einer der n Punkte auf einer ge-

gebenen Ebene, in einem gegebenen Strahle, in einem gegebenen

Punkte liegen soll. Man darf daher hier nicht , wie dies sonst ge-

schehen ist, p^ statt pg oder p^ statt P schreiben (cf. §§ 6 u. 7),

weil dieses MissVerständnisse hervorrufen könnte. Also geben unsere

Incidenzformeln I und II:

a) lh = P9-'^^-9e,

b) P=pgp- n.gs.

2. Gehen n Strahlen g durch einen und denselben Punkt |), so

liefern die Incidenzformeln I, II, III:

a) * 9e=P9~-n.p
b) 9s=P9p~n.p^,
c) G=P^9p-P^9'

o. Gehen n Ebenen e durch einen und denselben Strahl ^, so

bekommt man aus IV und V:

a) e.j = eg-n.gp,

b) E=ege — n.gs.

4. Liegen n Strahlen g in einer und derselben Ebene e, so be-

kommt man aus IV, V, VI:

a) gp^eg-n.e^,

b) 9s= ege-n.e%

c) G = e^ge^ e^g.

5. Liegen n Punkte p in einer und derselben Ebene c, so liefert

die Incidenzformel VII:

P-=epg — e^p-\-n.e^.

6. Gehen n Ebenen e durch einen und denselben Punkt p^ so

erhält man aus VII:

E=^peg—p^e-\-n.p^.
,

7. Schneiden n Strahlen h einen und denselben Strahl g^ so

liefert die Incidenzformel IX:

H==gh— gehp — gphe+ gsh — n.G.
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Von den Fällen, wo ein mehr als nullstufiges System einem Punkte,

einer Ebene oder einem Strahle incident ist, haben wir nur die-

jenigen zu erledigen, wo die Incidenzformeln zu einer Gleichung

zwischen mehr als zwei auf das System bezüglichen Bedingungen

führen, da die übrigen selbstverständlich sind (Lit. 15).

8. Die sämmtlichen Strahlen eines einstufigen Systems von

Strahlen, d. h. einer als Ort ihrer Tangenten aufgefassten Curve^ mögen
in einer und derselben Ebene /Li liegen; und es möge a der Rang
dieser Curve, d. h. die Zahl der Strahlen sein, welche eine beliebig

gegebene Gerade schneiden. Ferner sei q die Bedingung, dass das

System einen Strahl in einer gegebenen Ebene besitze oder, was

dasselbe ist, dass jene Curve eine gegebene Ebene berühre. Endlich

sei T die Bedingung, dass das System einen gegebenen Strahl ent-

halte oder, was dasselbe ist, dass jene Curve eine gegebene Gerade

berühre. Dann liefert die Incidenzformel VI die für alle dreistufigen

Systeme giltige Gleichung:

T= ^^Q — a.^^.

9. Eine zweite auf Plancurven bezügliche wichtige Gleichung

erhalten wir durch Anwendung der Formel VII auf ein in einer

Ebene ^ liegendes einstufiges Punktsystem, d. h. auf eine als Ort

ihrer Punkte aufgefasste Plancurve. Wir bezeichnen mit a ihren

Grad, mit v die Bedingung, dass sie eine gegebene Gerade schneide,

und mit P die Bedingung, dass sie durch einen gegebenen Punkt

gehe. Dann ist das Symbol p^ der Formel VII durch F zu ersetzen,

das Symbol p^e durch ^v und das Symbol pe^ durch a.^^^ während

für das Symbol e^ null gesetzt werden muss, weil die Bedingung, in

einer gegebenen Ebene zu liegen, von einem zweistufigen Curven-

systeme nicht erfüllt werden kann. Für jedes zweistufige System

von Plancurven gilt daher die Gleichung:

P=^v — a.^^.

10. 11. Den in 8. und 9. für Plancurven gefundenen Gleichungen

entsprechen dual zwei auf Kegel bezügliche Gleichungen, welche

sich aus den Incidenzformeln HI und VII ergeben.

12. Für eine Linienfläche ^ welche ihre oo^ Strahlen sämmtlich

durch eine gegebene Gerade g schickt oder, was dasselbe ist, welche

in einem speciellen linearen Complexe liegt, bezeichne a den Grad,

T die dreifache Bedingung, einen gegebenen Strahl zu enthalten,

t die zweifache Bedingung, aus einem gegebenen Strahlbüschel

einen Strahl zu enthalten, q die einfache Bedingung, in einer ge-
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gebenen Ebene einen Strahl zu besitzen, q' die einfache Bedingung,

einen Strahl durch einen gegebenen Punkt zu schicken. Dami gilt

für jedes dreistufige System von Linienflächen die aus der Incidenz-

formel IX folgende Gleichung:

T=-gt-gpQ-geql-\-a.g,.

13. Für eine Congnienz^ deren oo^ Strahlen sämmtlich eine ge-

gebene Gerade g schneiden, bezeichne h die Zahl der Strahlen, die

sie in einer gegebenen Ebene hat, V die Zahl der Strahlen, die

sie durch einen gegebenen Punkt schickt, B die zweifache Be-

dingung, einen gegebenen Strahl zu enthalten, ß die einfache Be-

dingung, aus einem gegebenen Strahlbüschel einen Strahl zu ent-

halten. Dann liefert die Incidenzformel IX die Gleichung:

B= gß-hgp-h'ge.

Alle diese fundamentalen Formeln werden im IV. Abschnitt

gute Dienste leisten.



Dritter Abschnitt.

Die Coincidenzformeln.

§ 1^^.

Die Coincideiizformeln des Punktepaares und die

Bezout'sclien 8ätze.

Während wir im vorangehenden Abschnitt die Incidenzm der

Hauptelemente behandelt haben, beschäftigen wir uns jetzt mit den

Coincidenzen der Hauptelemente, das heisst mit den Gebilden, welche

aus zwei Punkten, aus zwei Ebenen oder zwei Strahlen bestehen,

die einander unendlich nahe liegen. Die Coincidenzen sind specielle

Fälle der Hauptelementen -Paan^, das heisst derjenigen Gebilde,

welche aus zwei in allgemeine^' Lage befindlichen Punkten, Ebenen

und Strahlen zusammengesetzt sind. Wir nennen daher Coincidenz-

hedingung jede Bedingung, welche bei einem solchen Paare verlangt,

dass die beiden Hauptelemente, aus denen es besteht, unendlich

nahe liegen, und auch jede Bedingung, welche aus einer solchen

Bedingung und einer anderen Bedingung zusammengesetzt ist.

Unsere Hauptaufgabe lässt sich nun aussprechen wie folgt:

j,Die Formeln m finden, tvelche die Coincid^nzbedingtmgen durch

Grundbedingungen aMsdrücken."

Diese Formeln, welche wir Coincidensformein nennen wollen,

reichen in Verbindung mit den Incidenzformeln aus, um nach und

nach alle auf algebraische Crebilde bemiglichen Anzahlen zu bestimmen.

Wie die Quelle der Incidenzformeln ein algebraisches Princip war,

nämlich das Princip von der Erhaltung der Anzahl, so entspringen

auch die Coincidenzformeln einem algebraischen Principe, nämlich

dem sogenannten Chasles'sehen (Comptes rendus 1864) Correspondenz-

princip, welches nichts anderes ist, als eine nahe liegende geome-

trische Form des Gauss'schen Fundamentalsatzes der Algebra.

Es mögen nämlich auf einer festen Geraden g durch irgend

einen algebraischen Zusammenhang oo ' mal zwei Punkte A und ß
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einander entsprechen, und zwar so, dass, wenn man einen be-

liebigen Punkt der Geraden als Punkt A auffasst, ihm ß Punkte

B zugehören, und dass umgekehrt einem als Punkt B aufgefassten

Punkte a Punkte A zuzuordnen sind. Nimmt man dann auf der

Geraden einen festen Punkt an und bezeichnet jede Strecke OA
mit öt, jede zugehörige Strecke OB mit ?>, so besteht zwischen a

und h eine algebraische Gleichung, welche die Eigenschaft hat,

dass die Einsetzung eines bestimmten Werthes für a ß zugehörige

Werthe von &, und die Einsetzung eines bestimmten Werthes für

h a zugehörige Werthe von a hervorruft. Identificirt man also a

und h , so erhält man im Allgemeinen ci-\- ß Werthe a==h, weil

man bei möglichst allgemeiner Auffassung annehmen muss, dass

das Glied a"h'^ in jener Gleichung vorhanden ist. Sollte in spe-

ciellen Fällen der Coefficient von a^h(^ null sein, so gehören zu

den cc-}- ß Werthen a= b auch unendlich grosse Werthe.* Es giebt

also auf der Geraden a~^ ß Punkte^ in tvelchen ztvei zusammengehörige

Funkte A utul B vereinigt liegen.

Durch duale- üebertragung gewinnt man hieraus das Corre-

spondenzprincip im Strahlbüschel mid im Ebenenbüschel.

Jetzt können wir ohne weitere algebraische Betrachtungen, nur

mit Hilfe unseres in den beiden ersten Abschnitten entwickelten

Kalküls, zu allen möglichen Coincidenzformeln gelangen. Zuerst

haben wir die Formel abzuleiten, welche beim PtinJctepaare die ein-

fache Coincidenzbedingung durch Grundbedingungen ausdrückt. Wir

bezeichnen mit p und g die beiden Punkte des Punktepaares, mit

g ihren Verbindungsstrahl und mit e die einfache Bedingung, dass

die beiden PunMe p und q unendlich nahe liegen, jedoch einen ganz

bestimmten Verbindungsstrahl haben. Ist nun ein beliebiges ein-

stufiges System von solchen Punktepaaren gegeben, so nehmen wir

einen beliebigen Ebenenbüschel an, dessen Träger der Strahl l sei,

und legen durch l alle möglichen Paare von Ebenen, so dass immer

die eine Ebene durch einen Punkt j?, die andere durch den zu-

gehörigen Punkt q geht. Dann giebt es in dem Ebenenbüschel

nach dem Correspondenzprincip

_- P + Q

* Studien über die Unterscheidung der endlichen Werthe a = h von den

unendlich grossen Werthen a = b enthalten einige Abhandlungen von Saltel

in den Berichten der Brüsseler Akademie. Bei dem allgemeinen Charakter

unserer Untersuchungen brauchen wir auf diese Unterscheidung keine Rück-

sicht zu nehmen.
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Ebenen, auf welchen zwei zusammengehörige Punkte j) und g liegen.

Zu diesen Ebenen gehören erstens diejenigen e Ebenen, welche l

mit einem Punkte verbinden, in dem die beiden Punkte eines

Punktepaares coincidiren, zweitens aber auch diejenigen Ebenen

durch /, in welchen ein Verbindungsstrahl g liegt. Die Zahl solcher

Ebenen ist aber ^, weil die Gerade l von g Verbindungsstrahlen

geschnitten wird. Es ist also immer:

1) £=p-\-q-g.

Obgleich diese für alle einstufigen Systeme von Punktepaaren

giltige Formel sich ohne Weiteres aus der Chasles'schen Corre-

spondenzformel im Ebenenbüschel ergiebt, so ist sie doch viel all-

gemeiner , als die Chasles'sche und umfasst alle möglichen sonstigen

Correspondenzformeln als specielle Fälle.

Aus dieser Goincidenzformel erster Dimension gewinnt man

nämlich alle von höherer Dimension durch blosse symbolische Mul-

tiplication. Dabei wenden wir zugleich die Incidenzformeln I, II,

III (§ 7) an, um die Formeln auf eine für die Anwendungen mög-

lichst brauchbare Gestalt zu bringen. Man erhält durch Multipli-

cation von 1) mit g:

= {9e +i)') -h {9e + <f) - iSlp + 9e) 5

oder:

2) ^9=-f^<f'-^9e-9p'
Femer:

^9p-=1^9p^fl9p-'9sy

oder, nach Anwendung der Incidenzformel III:

3) ^9p—f-^^-^9^\
4) ^9e-V9e^q.9^--9^\

5) e9s-p^9e^-a^9e + G'-,

6) £G=pG + qG.

Die Formel 6 spricht das ursprüngliche Chasles'sche Corre-

spondenzprincip aus, bei welchem der Verbindungsstrahl als fest

vorausgesetzt wird.

Da bei einer Coincidenz ^ und q zusammenfallen, so ist ps

und qs ganz dasselbe; es ist daher ganz gleichgiltig, ob wir bei

s die auf p oder q bezüglichen Symbole gebrauchen. Wir wählen

die auf p bezüglichen Symbole. Dann kann der Umstand, dass

immer die symbolische Multiplication mit q ganz dasselbe giebt,

wie die mit p^ als Controle der Rechnung benutzt werden. Man

bekommt:
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oder

7) £p=pq-g.
8) £/ =ph2 - pge = 2>r - Qffe'-,

9) sp^^-p^q-2)^ge = pq^-q^ge = P^q^- pqge',

10) £pge= pqge-Gr]

11) sp^ge^p^qge ~pG^=pq^ge -qG.

Beispielsweise sprechen wir die Formeln 3 und 7 in Worten aus:

„Äddirt man hei einem dreistufigen Systeme von FunMepaaren die

Zähl derjenigen, für ivelche der eine Punkt gegeben ist, die Zahl der-

jenigen, für ivelche der andere PunJct gegeben ist, und den Grad des

von .den Verbindungsstrahlen gebildeten Gomplexes, so ist die Summe

dieser drei Addenden gleich der Zahl derjenigen Goincidensen , welche

ihren Verbindungsstrahl durch einen beliebig gegcbencfi PunM schicken.

Vermindert man bei einem ziveistufigen Systeme vmi Punkte-

paaren die Zahl derjenigen, welche ihre beiden Punkte auf zwei ge-

gebenen Ebenen haben, um die Zahl derjenigen, welche ihren Ver-

bindungsstrahl in einer gegebenen Ebene haben, so erhält man dm
Grad der von den Goincidenzstellen gebildeten Raumcurve."

Von denjenigen Formeln, welche mehr als eine Coincidenz-

bedingung enthalten, sind beachtenswerth diejenigen, welche mög-

lichst wenige auf den Verbindungsstrahl g bezügliche Bedingungen

enthalten. Man addire 2 und 7; dann kommt:

12) £g-\-sb = p^ -\-pq + q^ - gp.

Aus Formel 8 folgt:

2 . £j}2 =^j)^q +pq^ —pge -" qge-

Dazu addire man die Summe von 3 und 4; dann erhält man:

13) egp -\-8g,-\-2. sp^^^p^ + p^q -f pq^ + q^.

Aus 12 erhält man das von Zeuthen zuerst allgemein aus-

gesprochene (Comptes rendus, Juni 1874) Correspondenzprincip in

der Ebene, aus 13 das von Zeuthen zum Theil, von mir vollständig

erledigte Correspondenzprincip im Punktraume (Lit. 16). Für die

Anivendungen ist es jedoch zweckmässiger, die Formeln 1 bis 11 zu

benutzen, iveil diese nur eine einzige Coincidenzbedingung enthalten.

Wir hatten bei der Definition der einfachen Coincidenzbedin-

gung f vorausgesetzt, dass der Verbindungsstrahl der beiden in

dem Coincidenzpunkte unendlich nahen Pimkte völlig bestimmt ist,

wie es z. B. bei zwei consecutiven Punkten einer Curve der Fall

ist. Wir erhalten jedoch eine zweifache Coincidenzbedingung, wenn
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wir festsetzen, dass als VerbindungsstraW der coincidirenden Punkte

jeder Strahl eines StrahlbUschels oder allgemeiner eines Kegels gelten

kann, der die Coincidenzstelle zum Scheitel hat. Endlich erhalten

wir eine dreifache Coincidenzbedingung oder, wie wir sagen wollen,

eme volle Comciden^, wenn als Verbindungsstrahl der coincidirenden

Punkte jeder durch die Coincidetizstelle gezogene Strahl aufgefasst

werden darf Jede volle Coincidenz erfüllt daher von selbst die

Bedingung egpy weil immer der Punkt der Bedingung ^^, verbunden

mit der Coincidenzstelle, einen Strahl liefert, der als Träger der

beiden coincidirenden Punkte gelten kann.

Es kommt häufig vor, dass drei- und mehrstufige Systeme

von Punktepaaren nur volle Coincidenzen enthalten. Bei solchen

Systemen kann man also alle Coincidenzsymbole gleich null setzen,

ausser denen, welche die Bedingung g^» als Faktor enthalten. Be-

zeichnet man die dreifache Bedingung der vollen Coincidenz mit ?y, so

erhält man aus den obigen Coincidenzformeln die folgenden Gleichungen

:

14) ''?=i>^-fg^-f^,s-;

^=pge^-qge-'g,y

ngp=pG-\-qG,
0=p^q~ pge=pq^-qge,
^=-pq9e~(r\

15) ri=p^~\-p^q-{-pq^ -\-cf'^

16) rip^p^q-\-p^q^-^pq^-^

17) rip^=p^q^-{-p^q^.

Man beachte, dass diese (lleichungen nur auf Systeme an-

gewandt werden dürfen, in welchen keine anderen, als volle Co-

incidenzen vorkommen (cf. Schluss von § 5). Beispielsweise be-

kommt man ein System von Punktepaaren mit nur vollen Coincidenzen,

wenn man hei zwei gegebenen Systemen von Funkten jeden Punkt des

einen Systems mit jedem Punkt des anderen Systems als Punkte-

paar zusammenfasst. Sind die beiden gegebenen Systeme zwei Flächen
^y^ten ^^^^^

^ten Crfades , also zwei zweistufige Punktsysteme, so reducirt

sich in Formel 16 die rechte Seite auf p^q^, wofür man m .n zu

setzen hat, weil die (lerade der Bedingung p^ die Fläche m^^^ Grades

in m Punkten, die (xerade der Bedingung cf' die Fläche n*^" Grades

in n Punkten schneidet und jede Zusammenfassung eines der

m Punkte mit einem der n Punkte ein Punktepaar des vierstufigen

Systems von Punktepaaren ergiebt. Es steckt also in Formel 16

der wichtige Bezoufsche Fundamentalsatz:
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„Zwei Flächen schneiden sich in einer Ciirve, deren Grad gleich

dem FroduUe der Gradzalüen der Flächen ist'^

Analog erhält man aus Formel 15 oder 14 den Satz:

,jEine Fläche m*''" Grades schneidet eine Baumcurve n'""' Grades

in m . n Funkten.^''

Aus beiden Sätzen folgt drittens:

„Fh-ei Flächen m*^", n^^'\ V^"- Grades schneiden sich in m.n.l

Funkten.'^

Hier ist also die geometrische Form des Bezout'schen Fun-

damentalsatzes, dass die Zahl der gemeinsamen Wurzelgruppen von

r Gleichungen mit r Unbekannten gleich dem Produkte der r Grad-

zahlen dieser Gleichungen ist, aus der wichtigen Coincidenzformel

e = p^q-^- g

durch blosse symbolische Multiplication, also durch Specialisinmg

hervorgegangen. In der That sind in den letzten Jahren häufig

Beweise der geometrischen Form des Bezout'schen Satzes geliefert^

in welchen nur das Correspondenzprincip angewandt ist (Lit. 17).

Die obige, durch unsern Kalkül von allem unnöthigen Ballast be-

freite Ableitung dürfte den Zusammenhang beider Sätze ins hellste

Licht stellen. Da die angewandte Coincidenzformel erster Dimen-

sion aus dem Chasles'schen Correspondenzprincip folgt, dieses aber

nur eine für die Geometrie zurechtgelegte Form des Gauss'schen

Fundamentalsatzes der Algebra ist, so erscheint es möglich, der

Geometrie eine algebraische Herleitung des Bezout'schen Satzes aus

dem Gauss'schen Satze abzugewimien. Dieses gelang Herrn Fouret

im Bull, de la Soc. math. de France, Bd. 2 pag. 127, wo auch

versucht ist, die Reduction anzugeben, welche das Produkt der

Gradzahlen erleidet, wenn man nur nach der Zahl der geineinsamen

endlichen Wurzeln fragt.

Die oben entwickelten Punktepaarformeln ermöglichen es, die

in der analytischen Geometrie üblichen Bestimmungen von Singn-

laritätensahlen viel kürzer und naturgemässer zu leisten, als es

die herkömmlichen, mehr algebraischen Mittel leisten können. Dies

kommt daher, weil tvir in unserm KalMl nicht mit Gleichungen,

sondern nur mit den für die Änsahlbestimmung allein tvesentlicJien,

auf die Gleichungen bezüglichen Oradzahleii rechnen. In der That

hat der Verfasser nach seiner Methode nicht blos viele auf Flächen,

Congruenzen und Complexe bezügliche, bekannte Anzahlen auf

viel kürzere Weise bestimmt, als dies die Algebra thun komite,
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sondern er hat auch viele Singularitäten bestimmt, für deren Ab-

zahlung die Algebraiker vergebliche Mühe aufwandten. Derartige

Anwendungen der Punktepaarformeln sind in den folgenden Para-

graphen in reichlicher Auswahl enthalten (cf. §§ 33, 36, 44). Des-

halb wird es genügen, wenn wir hier für die Anwendung der

Punktepaarformeln nur ein einziges Beispiel hinzufügen. Dasselbe

ist der Salmon'schen „Analytischen Geometrie des Raumes" ent-

lehnt. (In der Fiedler'schen Uebersetzung Bd. II Art. 438 S. 552.)

Man soll die Ordnung x der Fläche bestimmen, welche durch

die Haupttangenten einer Fläche F w*®" Grades in den Punkten

ihrer Durchschnittscurve mit einer Fläche F^ w'*^" Grades erzeugt

wird. Wir fassen auf jeder der oo'^ Haupttangenten von F den Be-

rührungspunkt p mit jedem der w' Punkte q zusammen, welche die

Haupttangente mit JP" gemein hat. Auf das so entstehende, zwei-

stufige System von Punktepaaren wenden wir die Punktepaarformel 2

an. Dann haben wir für das Symbol ^)^ die Zahl 2 .n.n' zu setzen, weil

die Gerade der Bedingung p^ die Fläche jP in n Punkten p schneidet,

in jedem dieser n Punkte zwei Haupttangenten berühren, und jede

dieser beiden Haupttangenten die Fläche F in n' Punkten schneidet,

von denen jeder den n Punkten p als Punkt q zuzuordnen ist.

Für das Symbol q^ haben wir n'.Tt zu setzen, wenn ti angiebt,

wieviel Haupttangenten an F von irgend einem Punkte des Raumes

gezogen werden können. Die Gerade von q^ schneidet nämlich F'

in n' Punkten g, und von jedem dieser q Punkte gehen an jP ;r

Haupttangenten , welche in zugeordneten Punkten p berühren. Das

Symbol g, ergiebt sich ähnlich gleich rj.n', wenn tj angiebt, wie-

viel Haupttangenten von F in irgend einem ebenen Schnitte liegen.

Ebenso erhält man, dass für g^ die Zahl tt . n' einzusetzen ist, weil von

dem Punkte der Bedingung gp 7t Haupttangenten an F gehen und

auf jeder Haupttangente der Berührungspunkt mit jedem der n'

Schnittpunkte auf i^' als Punktepaar zusammenzufassen ist. Also ist:

x==2 .n.n' -\-7t.n' -{-ri.n' — Tt.n'j

oder
x = n .{2 .n-{-r]).

Ist F punkt- allgemein, d. h. frei von Doppelcurven etc., so ist

tj von n abhängig, nämlich bekanntlich:

12 == 3 n (n — 2)

,

eine Formel, die sich auch aus den Coincidenzformeln sehr leicht

ableiten lässt (cf. § 33, Formel 3). Also kommt, wemi F punkt-

allgemein ist: x= n.n'.ißn-A).
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Durch duale Umformung der in diesem Paragraphen abgelei-

teten Coincidenzformeln für das Punktepaar erhält man die Coin-
cidenzformeln für das Ehenmpaar. Bezeichnet man mit e und f
die beiden Ebenen, mit h die Schnittgerade der beiden Ebenen,
mit 6 die Bedingung, dass sie unendlich nahe liegen, so erhält

man z. B.

aus 1: s==e-\-f—h,
aus 2: sh = e' -\-P + h^-he,
aus 3: £h,= e^ -\-

p -\-hs,

aus 5: £h = e%, + p\-i- H,
aus 7: se= ef—hp^
aus 12: £h-{- se^e^ -^ef+p -he,
aus 13: £he + 8hp-^2 .ee^-^e^ ^e^f-^ep -\-f.

Aus diesen Formeln folgen, entsprechend den oben abgeleiteten

Bezout'schen Sätzen für Punktörter, die Bezout'schen Sätze für

Ebenenörter, welche sich so aussprechen lassen:

„Ein zweistufiges System von Ebenen j von welchem m Ebenen
durch jede beliebige Gerade gehen, hat mit einem andern zweistufigen

Stjstem von Ebenen, von welchem n Ebenen durch jede beliebige Ge-
rade gehen, ein einstufiges System von Ebenen gemein, von welchem
m . n Ebenen durch jeden beliebigen Punkt gehen."

„Ein zweistufige}' Ebenenort m^^" Grades hat mit einem einstufigen

Ebenenort n*^"" Grades m.n Ebenen gemein,"

„Drei zweistufige Ebenenörter m'^^ w^^« und V'' Grades haben
m.n.l gemeinsame Ebenen."

Die oben für das Punktepaar und für das Ebenenpaar aufgestellten
Coincidenzformeln erledigen natürlich auch die Fälle, wo die Punkte-
paare in fester Ebene liegen, d. h.. sämmtlich die Bedingung ge er-

füllen, resp. wo die Ebenenpaare durch einen festen Punkt gehen,
d. h. sämmtlich die Bedingung h^ erfüllen. Es seien z. B. in fester
Ebene, die wir als Ebene der Bedingung g^ betrachten, zwei ein-

stufige Punktsysteme, d. h. Plancurven gegeben. Dann ordne man
jeden Punkt des einen Systems jedem Punkte des anderen Systems
zu und wende Formel 5 an. Dann ist sg, die Zahl der gemein-
samen Punkte, 2^^ge und q^g^ gleich null, aber (t gleich der Zahl
der Punktepaare, welche auf einer Geraden der Ebene liegen. Also
ergiebt sich:

„Zwei Plancurven m*''' und n^"' Grades schneiden sich in m.n
Punkten."

Schubert, Kalkül der abzählenden Geometrie. 4
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Legt man durch die sämmtlichen Tangenten der beiden Plan-

curven alle möglichen Ebenen, so erhält man zweistufige Ebenen-

örter. Wendet man auf diese den Bezout'schen Satz an, so erhält

man einen Satz, welcher auch aus dem vorigen durch duale Um-

formung gewonnen werden konnte, nämlich:

^^Zwei in fester Ebene befindliche einstufige Strahlenörter m^"" %ind

w^^" Grades haben m.n Strahlen geniein.^^

Den beiden eben ausgesprochenen Sätzen entsprechen dual zwei

Sätze, welche sich auf Kegel mit gemeinsamem Scheitel beziehen.

§ 14.

Anwendung der Coincidenz -Formeln des § 13 zur Be-

stimmung von Anzahlen, die sich auf die Berührung

von Plancurven und Flächen beziehen.

1. Die schon in § 4 abgeleitete Zahl derjenigen Plancurven

eines einstufigen Systems, welche eine gegebene Plancurve berühren,

kann auch sehr leicht dadurch erhalten werden, dass man vermittelst

der Formeln des vorigen Paragraphen abzählt, wie oft auf einer der

oo^ Tangenten der gegebenen Plancurve der zugehörige Berührungs-

punkt coincidirt mit dem Berührungspunkte einer diese Tangente

berührenden und dem Systeme angehörigen Plancurve. Wir fassen

auf jeder Tangente g den Berührungspunkt p der gegebenen Plan-

curve mit jedem Punkte q zusammen, in welchem g von einer Curve

des Systems berührt wird. So erhalten wir ein einstufiges System

von Punktepaaren, auf welches wir die Punktepaar- Formel erster

Dimension (§ 13 Formel 1):

p + q-g-'^

anwenden wollen. Dann haben wir fürp die Zahl m.t; einzusetzen, wenn

m der Grad der Plancurve ist, und v angiebt, wieviel Plancurven des

Systems eine gegebene Gerade berühren. Denn die Ebene von p

schneidet die Plancurve in m Punkten, und jede von den m diesen

Punkten angehörigen Tangenten wird von v Curven des Systems

berührt. Um q zu bestimmen, beachten wir, dass die Ebene von

q jede der oo^ Plancurven des Systems schneidet und dass die oo^

Tangenten, welche in diesen oo^ Schnittpunkten berühren, einen

einstufigen Strahlenort bilden, dessen Grad ohne Weiteres aus der

Incidenzformel I des § 7 (cf. § 8) folgt, nämlich gleich
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wo ^ angiebt, wieviel Plancurven des Systems durch einen ge-

gebenen Punkt gehen. Andererseits bilden die Tangenten der ge-

gebenen Plancurve einen Strahlenort vom Grade w, wenn n der

Rang der Plancurve ist. Also haben beide Strahlenörter nach den

Bezout'schen Sätzen (§ 13 am Schluss) (/x -\-v) .n Strahlen gemein.

Wir haben demnach für q^ die Zahl {^-\-v) .n einzusetzen. Um g zu be-

stimmen, haben wir von dem Punkte, in welchem die Gerade der

Bedingung g die Ebene der Plancurve schneidet, an letztere die n
Tangenten zu ziehen und auf jeder Tangente den Berührungspunkt

mit jedem Punkte zusammenzufassen, wo die Tangente von einer

Curve des Systems berührt wird. Also ist g hier gleich n.v^
folglich ist: ^

e = m.v-\-n.{iii-\-v) — n.v
oder

e = m .V -\-n .^.

Das betrachtete einstufige System von Punktepaaren besitzt

also m .V -\-n .^i Coincidenzen ; dies heisst: es giebt auf der Plan-

curve m.v-\-n.(i Tangenten, welche von Plancurven des Systems
in ihrem Berührungspunkte berührt werden. Damit ist also die ge-

suchte Zahl bestimmt (cf. § 39, Anwendung I).

Aehnlich findet man, dass in einem einstufigen System von
Raumcurven

V .r-^ Q .n

Raumcurven existiren, welche eine gegebene Fläche n*^'^ Ordnung,
r^^"" Ranges berühren, wo v angiebt, wieviel Raumcurven des Systems
eine gegebene Gerade schneiden, q angiebt, wieviel eine gegebene
Ebene berühren (cf. § 39, Anwendung II).

2. Gerade so kann man auch durch Anwendung der Coincidenz-

formeln zweiter Dimension den Grad der Curve bestimmen, die bei

zwei gegebenen Systemen von Plancurven durch die Berührungspunkte
aller möglichen sich berührenden Curven gebildet wird, und natür-

lich auch die dieser Zahl dual entsprechende Zahl. Die beiden
Systeme seien 2^ und Z^. Für Z^ bezeichne ^i, wieviel Curven
durch einen gegebenen Punkt gehen, v^, wieviel Curven eine ge-

gebene Gerade berühren. Für Z^ seien die entsprechenden Zahlen

ftg und v^. Auf jeder der oo^ gemeinsamen Tangenten bildet jeder

dem Z-^ angehörige Berührungspunkt p mit jedem dem Z^ ange-

hörigen Berührungspunkte q ein Punktepaar. Die so bestimmten
Punktepaare bilden ein zweistufiges System, auf welches die Co-
incidenzformeln 7 und 2 des § 13 angewandt werden sollen, nämlich

4*
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lind

Um ^g zu bestimmen, beachten wir, dass der Grad des Strahlen-

ortes der Tangenten, deren Berührungspunkte auf der Ebene der

Bedingung p liegen, nach der Incidenzformel I gleich ftj -f v^ für

Z^ und gleich ftg + v^ für E^ ist und dass die beiden Strahlenörter

nach den Bezout'schen Sätzen {}i^ + ^i) • (i^2 + v^ gemeinsame Strahlen

haben. Also ist pq gleich (iiii + i^i) • (fta + ^2) ^^^^ setzen. (je ist

natürlich gleich ^1-^2 5
weil die Ebene der Bedingung (je die feste

Ebene der Systeme in einer Geraden schneidet, welche von v^ Curven

aus Z^ und von v^ Curven aus Z^ berührt wird, also v^.v^ Paare

von Berührungspunkten enthält, f ergiebt sich gleich {i^.v^, weil

die Gerade der Bedingung f die feste Ebene in einem Punkte

schneidet, durch welchen ^i^ Curven des Systems Z, gehen und

weil jede der ft^ in diesem Punkte berührenden Tangenten von v^

Curven aus Z^ berührt wird. Analog ergiebt sich q^ gleich ^^ .v^.

Endlich ist y^ gleich null zu setzen, weil die feste Ebene keine

Gerade enthält, die durch den Punkt der Bedingung Qp geht. Es

ergeben sich also die Resultate:

(f*i + v^) . (i[t2 + V2) - '^1 ^2 = nh
^1 . V2 + ^1 • 1^2 + ^1 • '^2 — ö = ^5^7

welche in Worten so ausgesprochen werden können:

,,Bie BerührungspimMe je zweier sich berührender Flancurvefii

zweier durch die Zahlen /i^, v^ und ^,, v, charakterisirten Systeme

hildm eine Curve vom Grade:

fil . Vg + ^1 • i^2 + ^1 • f*2 )

und ihre Tangenten eine Curve vom Range:

^1 . ^2 + ^1 • ^2 + ^1 • '^2
•"

Die Thatsache, dass die beiden erhaltenen Zahlen sich dual

entsprechen, liefert eine Bestätigung.

3. Um die entsprechenden Zahlen für die Berührung zweier

Flächen abzuleiten, müssen wir beachten, dass zwei Flächen sich

dann berühren, wenn die beiden Tangentialebenen eines ihrer Schnitt-

punkte coincidiren, und zwar so coincidiren, dass als Schnitt der

coincidirenden Ebenen jede in ihnen liegende, und durch den Be-

rührungspunkt gehende Gerade aufgefasst werden darf. Es möge

eine Fläche F m*" Ordnung, r*«" Ranges, ¥'' Klasse gegeben sein,

und ausserdem ein System Z von Flächen, aus welchem immer fi
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durch einen gegebenen Punkt gehen, v eine gegebene Gerade be-

rühren, Q eine gegebene Ebene berühren. Dann fassen wir in jedem
Schnittpunkt von F und einer Fläche des Systems H die F ange-

hörige Tangentialebene e und die 27 angehörige Tangentialebene /'

als Ebenenpaar zusammen. So erhalten wir ein zweistufiges System

von Ebenenpaaren, auf welches wir die Formel

e^ -f ef-\- f^ — he= sh-\-se

aus § 14 anwenden wollen. Durch die Gerade der Bedingung e^

legen wir an F die h Tangentialebenen und durch jeden der er-

haltenen k Berührungspunkte B die ^ E angehörigen Flächen, dann

bestimmen wir zu jeder dieser ft Flächen die in ^ berührende Tan-

gentialebene. Dann sehen wir, dass die Bedingung e^ von h.^
Ebenenpaaren erfüllt wird. Um ef zu bestimmen, legen wir durch

den Punkt der Bedingung e die oo^ Tangentialebenen. Ihre Be-

rührungspunkte bilden auf F eine Curve, welche nach den Incidenz-

formeln den Grad r hat. Ferner legen wir durch den Punkt der

Bedingung f an die go^ Flächen von 27 die oo^ Tangentialebenen;

deren Berührungspunkte bilden nach den Incidenzformeln eine Fläche

vom Grade ^~\-v. Diese Fläche schneidet nach den Bezout'schen

Sätzen die oben construirte Curve r*^° Grades in {^-\-v).r Punkten;

also ist ef gleich {^-\-v) .r zu setzen. Um f^ zu bestimmen,

legen wir durch die Gerade der Bedingung f^ die oo^ Tangential-

ebenen an die oo^ Flächen von E. Ihre Berührungspunkte bilden

nach den Incidenzformeln eine Curve vom Grade v -\- q. Diese

Curve schneidet nach den Bezout'schen Formeln die Fläche F m^"''

Grades in (y + Q).m Punkten; also giebt es (v-\-Q).m Ebenen-

paare, welche die Bedingung f^ erfüllen. Um hg zu bestimmen,

beachten wir, dass die Ebene der Bedingung h^ die Fläche F in

einer Curve und E in einem Curvensystem schneidet, und dass

diese Curve, wie oben gezeigt ist,

^ .r-\-v .m
Tangenten besitzt, welche in ihrem Berührungspunkte von Curven

des Systems berührt werden. Legt man durch jede dieser Tan-

genten sowohl die Tangentialebene zu jP, wie zu der Fläche des

Systems, so erhält man immer ein die Bedingung he erfüllendes

Ebenenpaar. Endlich wissen wir, dass die Coincidenzbedingung se

gleich null zu setzen ist, weil nicht oo^ Berührungen stattfinden

können. Das Symbol sh aber ist die Zahl x derjenigen Flächen

des Systems, welche F berühren. Der Faktor h in sh rechtfertigt

sich dadurch, dass als Schnittstrahl der beiden coincidirenden Ebenen
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jeder in ihnen liegende, durch den Berührungspunkt gehende 8trahl

aufgefasst werden darf. Von diesen oo^ Strahlen kann also der-

jenige gewählt werden, welcher nach dem Punkte geht, wo die Ge-

rade der Bedingung h die Coincidenzebene schneidet. Substituiren

wir die erhaltenen Werthe in die angewandte Formel, so kommt

k . ^ -\- r .(^ + v) -{- m . (v + q) — (r . ii + m .v) = X
^

oder

ein Resultat, welches in Worten folgendermassen lautet:

„In jedem einstufigen Flächensystem mit den charakteristiscJien

Zahlen ft, 2/, (> giebt es

k.^-{-r.v-\-m.Q

Flächen, welche eine gegebene Fläche m^^"^ Grades j r^^'' Banges, ¥^'' Klasse

berührenJ' (Lit. 18.) [cf. § 40, Beispiele.]

4. Sind zwei einstufige Systeme U^^ und 2^2 gegeben, so findet

00^ mal Berührung zwischen einer Fläche aus U^ und einer Fläche

aus 2J2 statt. Man kaim also dann fragen nach dem Grade der

von den Berührungspunkten gebildeten Curve vmd nach dem Grade

des einstufigen Ortes der in den Berührungspunkten gezogenen

Tangentialebenen. Um den Grad des Ortes der Berührungspimkte

zu bestimmen, fassen wir in jedem Schnittpunkte zweier Flächen der

beiden Systeme die diesen Flächen zugehörigen Tangentialebenen

c und f als Ebenenpaar zusammen und wenden auf das erhaltene

dreistufige System von Ebenenpaaren die Incidenzformel

eh= e' +r + h
an. Bezeichnen dann ^1*1, 1^1, Qi für Z^ und ftg? ^2? Q2 ^^^ ^2 dasselbe, was

im vorigen Beispiele ^, v, (> für 27 bezeichnete , so ist e^ gleich Q^.^^

zu setzen, weil die Ebene der Bedingung e^ von g^ Flächen aus Z^ berührt

wird und durch jeden der erhaltenen q^ Berührungspunkte ^^ Flächen

aus Z'2 gehen, denen ftg Tangentialebenen zugehören. Analog er-

giebt sich für f^ ?2-5*i- Endlich ist h,, nichts anderes, als der

Grad des Ortes der Tangenten in den Berührungspunkten je zweier

sich berührender Curven derjenigen beiden Plancurvensysteme, welche

die Ebene von h, aus 2^^ und ü^ ausschneidet. Dieser Grad ist

aber oben bestimmt. Danach ist hg gleich

^1 . 1^2 4- 1^1 • i^2 + ^1 •
'^2

ZU setzen. Endlich giebt ehe an, wie oft das dreistufige System

von Ebenenpaaren ein Ebenenpaar enthält, dessen Ebenen coinci-

diren und dabei ihre Schnittgerade in eine gegebene Ebene werfen.
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Dieses ist aber die Zahl x der in einer gegebenen Ebene liegenden

Berührungspunkte. Also ist

Dies heisst in Worten: •

^,Die Berührungspunläe -aller möglicJien sich berührenden Flächen

(ms zwei einstufigen Flächensystemen mit den charakteristischen Zahlen

f^i) ^ij Qi ^^^ ^2> ^2 5 92? bilden eine Curve vom Grade (Lit. 19):

i^i (>2 + Qi^'Z-\- ^1 ^2 + ^1 i^2 + v^ ^2-" (cf- § 40, Beispiele.)

Hieraus gewinnt man durch duale Umformung den Grad des

Ortes der den Berührungspunkten angehörigen Tangentialebenen.

5. Ist endlich ein einstufiges Flächensystem Z'j und ein zwei-

stufiges 2^2 gegeben, so findet oo^ mal Berührung zweier Flächen

beider Systeme statt. Also kann man fragen nach der Ordnung x

der von den Berührungspunkten gebildeten Fläche und nach der

Klasse der von ihren Tangentialebenen gebildeten Fläche. Für 2J^

habe ^^ v^ q wieder dieselbe Bedeutung, wie im Beispiel 3 und 4.

Für 2^2 bezeichne «ö-, ivieviel Flächen eine gegebene Gerade in einem

gegebenen Funkte berühren
^ 9), wieviel eine gegebene Gerade in einer

gegebenen Tangentialebene berühren. Die beiden Flächensysteme haben

Qo"^ gemeinsamen Tangenten mit zugehörigen zusammenfallenden

Tangentialebenen. Auf jeder solchen Tangente g fassen wir die

beiden Berührungspunkte p und q als Punktepaar zusammen. Da-

durch entsteht ein vierstufiges System von Punktepaaren, auf welches

wir die Coincidenzformel für ep^g anwenden wollen. Diese erhält

man, indem man die Coincidenzformel erster Dimension mit p^g

multiplicirt und das Resultat durch die Incidenzformeln verein-

facht. Also:

£p^g==fg-\-p^qg-p^g^

=fg -Vp^^^ ^-p'ge -p^ge -p^gp

==p^q^-G.

Die Gerade der Bedingung p^ schneidet die Flächen von Z^

in Go^ Punkten und die diesen Punkten zugehörigen 00^ Tangential-

ebenen bilden nach den Incidenzformeln einen Ort vom Grade

li + v.

Andererseits schneidet die Gerade der Bedingung c^ die Flächen

von 2^2 in go^ Punkten, deren 00^ Tangentialebenen nach den In-

cidenzformeln einen Ort vom Grade

^ + 9 .

bilden. Beide Oerter haben also •
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Tangentialebenen gemeinsam; also ist p^q^ gleich (^ -{- v) (^ -{-(p)

zu setzen. Die Gerade der Bedingung Cr wird von v Flächen aus

2^1 berührt. Zu jeder dieser v Flächen construire man die Tan-

gentialebene des Berührungspunktes. Diese wird dann von (p Flächen

aus 2^2 so berührt, dass der Berührungspunkt auf jener Geraden liegt.

Daher ergiebt sich für G die Zahl v . cp. Endlich zählt das Coincidenz-

symbol ep^g^ wie oft auf einer Geraden ein Punkt liegt, welcher

zwei Punkte p und q so vereinigt, dass ihre Verbindungsgerade

eine gegebene Gerade schneiden kann. Dies erfüllt aber jeder Be-

rührungspunkt, weil ein solcher zwei Schnittpunkte so vereinigt,

dass jeder durch ihn gehende und in der Berührungsebene liegende

Strahl als Verbindungsstrahl der coincidirenden Punkte aufgefasst

werden darf; also giebt sp'^g den Grad der von den Berührungs-

pimlcten gebildeten Fläche an. Folglich ist:

x= {^-^v).{d'-\-(p) — v.(p

^^^-]-^(p-\-vd^ (Lit. 20).

Hieraus erhält man durch duale Umformung den Grad des Ortes

der den Berührungspunkten zugehörigen Tangentialebenen ^ nämlich:

Die oben geleisteten fünf Abzahlungen zeigen, in welcher Weise

die Coincidenzformeln des § 13 anzuwenden sind. In welcher Weise

die gefundenen Resultate verallgemeinert werden können, lehrt die

folgende Nummer, deren Resultat wir in § 18 anwenden wollen.

6. Bei den obigen Abzahlungen haben wir nämlich jedem

Punkte einer Curve immer nur seine Tangente oder jedem Punkte

einer Fläche eine gewisse von seinen Tangenten zugeordnet. Bei

der Allgemeinheit unseres Kalküls hindert jedoch nichts, den Punkten

statt der Tangenten gewisse andere Geraden zuzuordnen; z. B. setzen

wir an die Stelle des in Nr. 1 gelösten Problems das folgende all-

gemeinere Problem:

„Gegeben ist in fester Ebene erstens ein ganz beliebiges zwei-

stufiges System E von Gebilden^ deren jedes aus einem Strahl h und

einem darauf befindlichen Funkte r besteht, und zweitens eine Flan-

curve C m*^ Ordnung, w'^" Ranges, die also auf jeder Geraden m Funkte

besitzt und durch jeden Funkt n Tangenten schickt. Gesucht wird die

Zahl X derjenigen Funkte auf der Curve G, deren jeder dem Systeme

E als Funkt r so angehört, dass die in diesem Funkte berührende

Gu/rventangente die r zugeordnete Gerade h ist/'

• Um diese Zahl x zu bestimmen, fassen wir auf jeder Tangente

g der Curve den Berührungspunkt q mit jedem Punkte p zusammen,
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welcher in dem Systeme 2J der als Strahl h aufgefassten Tangente

als Punkt r zugehört. So erhalten wir ein einstufiges System von

Punktepaaren p, ([, auf welches wir die Coincidenzformel 1 des § 13

anzuwenden haben. Für die Bedingung q dieser Formel ist m . v

einzusetzen, wo v bedeutet, wieviel Punkte r einer in der Ebene

gegebenen Geraden h angehören. Die Ebene der Bedingung q schnei-

det nämlich die Curve in m Punkten, jede der m diesen Punkten

zugehörigen Tangenten besitzt aber v Punkte p. Um das Symbol 2>

zu bestimmen, beachten wir, dass nach der Incidenzformel I alle

Strahlen, welche den Punkten r einer Geraden im Systeme 2J als

Strahlen h zugehören, einen Strahlenort bilden, dessen Grad gleich

ist, wo ft bedeutet, wieviel Strahlen h einem in der Ebene ge-

gebenen Punkte r zugehören. Dieser Strahlenort besitzt also nach

den Bezout'schen Sätzen

Strahlen, welche Tangenten der Curve C sind. Diese Zahl ist also

für das Symbol p der Coincidenzformel einzusetzen. Um (j zu be-

stimmen, denkt man sich die n Curventangenten , welche durch den

Punkt gehen, wo die Gerade der Bedingung g die feste Ebene

schneidet, und auf jeder Curventangente die v Punkte, welche ihr

im Systeme U angehören, wenn man sie als Strahl h auffasst. Also

ergiebt sich für da^ Symbol g die Zahl n . v. Endlich wird die Co-

incidenzbedingung € der angewandten Formel von x Punktepaaren

erfüllt, wo X die oben erklärte, gesuchte Zahl ist; also ist:

x-=m.v-\-n.{v -\- ^) — n.v
oder

x = m .V -\-n . ^.

In Worten kann man diese Verallgemeinerung der in 1. bestimmten

Anzahl aussprechen wie folgt:

„Sind in einer festen Ebene jedem gegebenen Strahle v darauf

liegende Punkte in gewisser Weise zugeordnet, während umgelcehrt jedem

gegebenen Punkte ^ hindurchgehende Strahlen zugehören, so kommt es

auf einer in derselben Ebene liegenden Curve m^^'' Ordnung >^^^'* Ranges
' m.v-\-n.^

Male voTj dass einem ihrer Punkte vermöge derselben Zuordnung die

in diesem Punkte berührende Tangente entspricht."

Mit Hilfe dieses Satzes ist in § 18 die Cayley-BrilVsche Er-

iveiterimg des Correspondenzprincips aus unseren Coincidenzformeln

(§ 13, Formel 3, 4, 8) dritter Dimension abgeleitet,
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§ 15.

Das Strahlenpaar und seine Coincidenzbedingungen.

Das Strahlenpaar bestehe aus den beiden in allgemeiner Lage

befindlichen Strahlen g und li. Wir bezeichnen ferner mit ß die

einfache Bedingung, dass eine der oo^ g und h zugleich schneiden-

den Geraden einem gegebenen Strahlbüschel angehöre, mit e die

einfache Coincidenzbedingung, dass g und h immdlich naJie liegen,

ohne sieh zu schneiden, endlich mit ö die einfache Bedingung, dass

g und h sich schneiden, ohne unendlich nahe zu liegen, und zwar

heisse dann der Schnittpunkt p und die Schnittebene e. Hiernach

ist natürlich zunächst:

1) sh = sg

und

2) öß^(Dp-\-öe.

Zwischen den drei räumlichen Bedingungen g, h, ß und den

beiden invarianten Bedingungen (? und s bestehen zwei Gleichungen,

welche man leicht aus dem Chasles'schen Correspondenzprincip oder

den Punktepaarformeln des vorigen Paragraphen erhält. Fasst man

nämlich bei einem einstufigen Systeme von Strahlenpaaren je zwei

auf zusammengehörigen Strahlen liegende Punkte als Punktepaar

zusammen und wendet auf das entstandene dreistufige" System von

Punktepaaren die Formeln 3 und 4 • des § 18 an, so hat man
p^ und q^ gleich null, für g^ das Symbol ß und für pge+ qge

g-\-h einzusetzen. Ferner wird das Symbol tgp des § 13 erstens

einmal durch jede Coincidenz und zweitens einmal durch jedes

Strahlenpaar erfüllt, dessen Strahlen sich schneiden. Das Symbol

tge des vorigen Paragraphen wird dagegen nur von jeder Coincidenz

einmal erfüllt. Man gewinnt also die Gleichungen:

3) ö + i = ^,

4) e=g + h-ß,
woraus noch folgen:

5) ö-{-2.£-=g-^h,

6) ö = 2.ß-g-'h.

Durch symbolische Multiplication dieser Formeln mit <?, £, g,

/i, ß ergeben sich nieht sämmtliehe Gleichungen, welche zwischen

den zweifachen Bedingungen bestehen, sondern es muss mindestens

eine Gleichung zweiter Dimension direct durch das Princip von der

Erhaltung der Anzahl abgeleitet werden. Ehe wir dies thun, defi-

niren wir noch die zweifache Bedingung Bj welche aussprechen
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soll, dass das Strahlenpaar seine beiden Strahlen eine gegebene

Gerade schneiden lässt, und wenden auf die lineare Congruenz, welche

von den g und h schneidenden Strahlen gebildet wird, die Formel

13 des § 12 an. Dann kommt, da dann h und V beide gleich 1

zu setzen sind,

7) B= ßg-g'
und

8) B^ßh-h\
Nun legen wir die Ebene des Strahlbüschels einer Bedingung ß mit

der Ebene des Strahlbüschels einer Bedingung ß zusammen. Dann
wird die Bedingung ß^ erstens durch jedes Strahlenpaar erfüllt,

dessen beide Strahlen die Verbindungsgerade der Scheitel der beiden

Strahlbüschel schneiden, zweitens durch jedes Strahlenpaar, welches

seinen Strahl g oder seinen Strahl h in der gemeinsamen Ebene der

beiden Strahlbüschel hat, drittens durch jedes Strahlenpaar, dessen

Strahlen sich schneiden und dabei ihren Schnittpunkt auf jener ge-

meinsamen Ebene besitzen. Also ist nach dem Princip von der

Erhaltung der Anzahl:

9) ß'--B^-ge+ l% + <5p.

Dieser Gleichung entspricht dual:

10) ß^ = B + g^-\-hj,-\-(5e.

Addirt man 9 und 10 und wendet dann 7, 8 und 2 an, so be-

kommt man die mit ß multiplicirte Gleichung 6, also eine Controle.

Um weitere Formeln für das Strahlenpaar zu gewiimen, hat

man die bisher aufgestellten Gleichungen auf alle mögliche Weise

mit den eingeführten Bedingungen symbolisch zu multipliciren.

Dabei hat man darauf zu achten, dass nur die symbolische Multi-

plication zweier von einander unabhängiger invarianter Bedingungen

Sinn hat, dass man also wohl 6 mit £, nicht aber ö mit ö oder f

mit £ multipliciren darf. Die aufgestellten Gleichungen gestatten

es, jedes <7, s oder so enthaltende Symbol durch die aus /3, g, h

zusammengesetzten Bedingungen auszudrücken. Wir thun dies

jedoch nur für die zweifachen auf 6 und s bezüglichen Bedingungen,

weil wir sonst gar zuviel Gleichungen erhalten würden.

Formel 9 und 10 geben nach Benutzung von 7 und 8:

11) ap==ß2_ßg^g^^J,^=.ß2_ßJ,_^J,^_g^^

12) (^e=,ß'-ßg-j-ge-h^ = ß'-ßh + h-g^,
woraus noch folgt:

.13) 0p — 0e= gp-{-}ip — ge — he.

Aus 6 folgt:
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14) 0g=^2.ßg~g'--(jJi,

15) 6h^2.ßh-h^-g/i.
Multiplicirt mau 4 mit g oder h^ so kommt:

16) eg = g'-}-gh~- ßg = h' + gh-ßJt,

oder, nach Benutzung von 7 oder 8:

17) 8g=gh-B,
welche Formel man durch das Princip von der Erhaltung der An-

zahl leicht bestätigen kami, wenn man die beiden gegebenen Ge-

raden der Bedingung gh unendlich nahe legt.

Multiplicirt man 4 mit /3, so kommt:

18) 8ß = ßg-{-ßh--ß' = 2.B-ß' + g'^h'.

Multiplicirt man 4 und 6 mit einander, so erhält man:

19) eö = 3,ßg + 3.ßh-2.ß^-g'-h^^2.gh,
oder, nach Benutzung von 7 und 8:

20) £a= 6.B-2.ß^ + 2.g^+2.h^-2.gJL
Einfachere Gestalt haben die Gleichungen, welche e6 durch

die 6 enthaltenden Symbole oder durch die f enthaltenden Sym-

bole ausdrücken und welche sich ergeben , wenn 4 mit ö und 6 mit

£ bei Anwendung von 1 und 2 multiplicirt wird. Nämlich:

21) ea = 0g-\- öh — <3p — (5e^

22) £a==2.£ß-2.eg.

Bei vielen Anwendungen der Strahlenpaarformeln wird man
die Symbole, welche /3, aber nicht 6 oder s enthalten, am wenigsten

leicht zu bestimmen vermögen. Wir stellen daher noch eine Reihe

von Formeln auf, welche solche Symbole nicJit, dafür aber mehr

als ein einziges auf 6 oder £ bezügliches Symbol enthalten.

Addirt man 11, 16 und 18, so kommt:

ap-^eg + £ß = ß'--ßg-hg^-K
-\-h^-\-gh-ßh

^ßg^ßh-ß\
oder:

23) 6p + £g-j-£ß=gj,-\-gh-\-hj,,

und hieraus durch duale Umformung:

24) 6e-^£g + £ß = ge-\-gh + he-

Multiplicirt man 23 mit g^y so bekommt man:

(^P9p + £9s + £ßgp=^G-\- gji + gpJipy

und hieraus, da nach der Incidenzformel II des § 7:

Ät,

I
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25) <5|)^ 4- ^(Js + egs -\rsß(jj,=-G-\- gsh + g^hp.

Vertauscht man jetzt g mit h und formt die entstehende Gleichung

dual um, so kommt:

26) öe^ 4- ^ks + f^v 4- ^ßge = H-\-gh,-\-gehe'

Multiplicirt man andererseits 5 mit g, und h,, so erhält man:

27) 6gs-}-2.£g,= G + g,h,

und

28) 6h+2.8y,= H-^ghs,

Subtrahirt man nun 27 von 25 und 2S von 26, so bekommt

man : /

29) 0p^ + 6ßgp~ egs— gpK
und

30) ae^-^eßge — £^.v = geK
Addirt man aber 25 und 26, so kommt:

31) 6p^-^ae'-\-6gs-\-6'hs-^2.8g,-\-8ßg''

= G -]- gsh -{- gphp-\- gehe -\- gh +Ä
Diese Formel vereinfacht sich, wenn man die Bedingung eöpe

einführt. Multiplicirt man nämlich 21 mit pe^ so erhält man:

sape = apeg -\- apeh — ap^e — ape^,

und hieraus nach Benutzung der Formel Nr. 5 c in § 11:

32) ^ 8 6pe^öp^-\-0e^-[-6gs-\-(^h,.

Addirt man nun 31 und 32, so bekommt man:

a6pe + 2 .£g,-\- eßg^ = G-\-g,h-^gphp-\-gJie-\-g h, + H,

wofür man wegen 7 auch schreiben kann:

33) £6pe 4- sBg -\- 4 . eg, -= G -\- g^h -\- gph^^ + geh+ ghs-\- H.

Die eben gefundene Formel vierter Dimension liefert auf die

bequemste Weise einen Ausdruck für die Zahl der vollen Coinci-

denzen in einem vierstufigen Systeme von Strahlenpaaren. Unter

einer vollen Coincidenz eines Strahlenpaares verstehen wir, analog

wie beim Punktepaare, eine solche Lage der coincidirenden Strahlen,

dass sie, unendlich nahe liegend, sich so schneiden, dass ^'e<?er Punkt

des Coincidenzstrahles als ihr Schnittpunkt und jede Ebene durch

den Coincidenzstrahl als ihre Schnittebene aufgefasst werden kann.

Die Bedingung der vollen Coincidenz ist beim Strahlenpaare vier-

fach. Wir bezeichnen sie mit r]. Eine volle Coincidenz genügt der

Bedingung söpe, jedoch nicht den Bedingungen sBg und sg^. Setzt

man daher Systeme von Strahlenpaaren voraus, welche mtr volle

Coincidenzen enthalten, so erhält man aus Formel 33:

34) Ti = G + gJi-\- gphp-\- gehe-\- gh-\- Hj
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und hieraus durch symbolische Multiplication die Forraeln fünfter

und siebenter Dimension:

35) rig = Gh + (js hp + (jsK + cjpK + (je h -f gH,

36) ri(jp= Ghp -\-gsh + (jpH,

^^) n9e= Ghe + gs lls + ge Hf
38) ngs-Crhs-^g..H,

Aus diesen Formeln kann man unmittelbar die Bezout'schen

Sätze der Liniengeometrie ablesen, d. h. die Formeln für die gemein-

samen Elemente zweier Systeme von Strahlen. Fasst man z. B. jeden

Strahl einer gegebenen Linienfläche n^""^ Grades mit jedem Strahl

eines gegebenen Complexes m*^" Grades als Strahlenpaar zusammen

und wendet auf das entstandene vierstufige System von Strahlen-

paaren die Formel 34 an, so werden alle Glieder rechts null, mit

Ausnahme von ghs, wofür man ^.m zu setzen hat. Eine Linien-

fläche n*"'^ Grades schneidet also einen Complex m^^*" Grades in n . m
Strahlen. Gerade so liefern die Glieder

gpK+geh
der Formel 84 den von Halphen zuerst bewiesenen Satz (Lit. 21),

dass die Zahl der ziveien Congriicnzen gemeinsamen Strahlen gleich

h.h' + a.a'

ist, WO für die eine und für die andere Congruenz die beiden Zahlen

h und V angehen, wieviel Strahlen durch einen gegebenen Funkt gelten,

a und d angeben, wieviel Strahlen in einer gegebenen Ebene liegen.

Ebenso liefern die Glieder

gphs-\-geh

der Formel 35 den Grad der Linienfläche, welche einer Congruenz

und einem Complexe gemeinsam ist. Aus Formel 36 und 37 erhält

man endlich, dass von den gemeinsamen Strahlen zweier Complexe

w'^ und m'*"* Grades n . m durch jeden gegebenen Funkt geJien und auch

n .m in jeder gegebenen Ebene liegen.

Da man häufig mit Systemen von Strahlenpaaren zu thun hat,

welche sämmtlich die Bedingung a erfüllen, so fügen wir noch die

Formeln hinzu, welche die s6 enthaltenden Symbole durch die a

enthaltenden Symbole ausdrücken. Aus 21 folgt nach und nach:

oder:
sap== 6pg -{- dph- öp^ - öpe,

39) f ap = age-{-öhe-\- (Sp^ — ope,

40) £0e = agjj + öhp -f (?e^ — ope,

41) fap^= apg^+ aphe — 6pe,

42) sae^ = 6egp-{-6ehp — öpe,
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43) s6pe=(3gs+ <shs-{- ap^ -\-öe^ (Formel 32),

44) f öp^ = op^ge + (^P^he — 0p^e,

45) £(5e^=(3e^gp-\-Ge^ hp — ape^

46) 86^6= öG-\- öH+ 6p^e%

47) £0p^e= 6pG + öpH-^öp^e^y

48) £6pe^ = 6eG-{-aeH-\-6p^e%

49) Eög -= agh — öp^ - (j e^,

'50) £ ögp = ßgph — oir — öegp=^ öghp — c?^/ — öehp,

51) £ (> r/e = (?/7e /i - (?e^ - (jpge = (?.(//»^ — (?e^ — (j^^//^

,

52) 6 (?p^«= age he - ape\

53) £<3egp= ögpJip — ap^ e,

54) f (>.^, = (?//^/ie — öp^he — ^e^gp = öge hp — öe^hp — Gp^ge

= ögji - Gp^ge — <? e^^^ — €iG=ag h,,— öp^hg — a eVip— öH^

55) £öG = ögs hg — (Spge hg— 6eG = ög^ hp — oegphp — <^pG^

56) £öpG = 6Ghe--(jpeGj

57) £aeG = (5Ghp — 6peG,

Die für jeden speciellen Fall der Anwendungen am meisten

geeignete Formel kann man durch symbolische Multiplication immer

leicht ableiten, wenn man nur etwa folgende Formeln sich merkt:

4) ,==,y+ ;,^--/3,

•5) a^2.e=-g-\-h,

9) ß^^B^ge^-he-Vap,
17) eg==gh-B,
32) s6pe = ögs-}'6h,-\-6p^-\-6e^j

33) £öpe-\- eBg -{- 4t . £gs = G -\- g,h + gphp-{- gehe-\- ghs-\- H.

Aus der Formel 5 kann leicht eine Controle für die Licidenz-

formel IX des § 10 gefunden werden. Multiplcirt man nämlich 5

mit

(r — gsh-^gphe+ gehp — g h, + H^
so kommt:

ciß—gji-^gp he -{-gehp —gh+H)
+ '2.£{G-gsg + gpge-^gegp--ggs + G-)

= {G- gs h + gphe-^ ge hp — ghs + H ) [g + h).

Der zweite Addende links giebt null und die rechte Seite der

Gleichung giebt nach Ausführung der Multiplication auch null.

Daraus folgt aber die Richtigkeit der Incidenzformel für zwei sich

schneidende Strahlen.

Um einige Beispiele für die Anwendung der in diesem Para-

graphen abgeleiteten Coincidenzformeln zu geben, fügen wir noch
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die Abzahlung gewisser liniengeometrischer Singularitäten hinzu

Wir fassen nämlich bei einer gegebenen Congruenz je zwei von den

Go^ Strahlen als Strahlenpaar zusammen und wenden auf das ent-

standene vierstufige System von Strahlenpaaren die Formeln 50

und 51 an. Bezeichnet a den Feldrang der Congruenz, d. h. die

Zahl der in jeder Ebene liegenden Strahlen, h den Bündelrang,

d. h. die Zahl der durch jeden Punkt gehenden Strahlen, so ist

zu setzen:

6gjjh = h.{a-\-b)j ap^ = & . (6 — 1), 6egp==b .{a— 1\
<sgeh = a.{a-\-h), <5e^ = a .{a—\)j öpge = a.{h— 1).

Wir erhalten also:

sög^^b.{a-\-h)-h.{h-l)--h.{a-l)^2.h,
£ öge ==a(a-\-h)'~-a.(a—l) — a.{h—l) = 2.a.

Beide Resultate geben den bekannten Satz:

„Auf jedem Strahle einer Congnienz giebt es zwei Brennpunkte,

d. h. Punkte, wo ein unendlich naher Strahl schneidet."

Wendet man auf dasselbe System die Formeln 41, 42 und 43

an, so hat man für ape die Zahl c einzusetzen, welche angeben

soll, wie oft sich auf jeder gegebenen Geraden zwei Strahlen der

Congruenz so schneiden, dass die Schnittebene beider Strahlen die

gegebene Gerade enthält. Man bekommt also:

e6p^=^a.(h-l)-\-a.{b~l)-c= 2ah-2a-c,
£ae^ = h.{a~l) + h.(a-l) = 2ab~2h'~c,
6 6pe =- b .{b — 1) -{- a . {a — 1) = a^ + b^ — a - &,

welche Resultate leicht in Worte zu fassen sind. Subtrahirt man
die Formel für söe^ von der Formel für eöp^, so erhält man:

£ op^ — £(Se^ = 2 .(b — a).

Diese Formel spricht den von Herrn Felix Klein (Lit. 22) zuerst

angegebenen Satz aus:

jyBei jeder Congruenz ist die Differenz zwischen Ordnung und

Klasse der BrennfläcJie doppelt so gross, als die Differenz zwischen

Bündel/rang und Feldrang der Congruenz"

§ 16-

Anwendung der Coincidenzformeln des Strahlenpaars auf

die beiden in einer Fläche zweiten Grades liegenden Regel-

schaaren (Lit. 23)..

Bekanntlich liegen auf jeder Fläche zweiten Grades jR, zwei

einstufige Systeme von Strahlen derartig, dass jede Gerade des
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einen Systems jede Gerade des andern Systems schneidet. Fasst

man daher jede Gerade g der einen Schaar mit jeder Geraden h

der andern Schaar als Strahlenpaar zusammen, so erhält man auf

der I\ ein zweistufiges System von Strahlenpaaren, die sämmtlich

die im vorigen Paragraphen mit 6 bezeichnete Bedingung erfüllen.

Jedes ^- stufige System von Flächen zweiten Grades enthält also

ein (i H- 2) - stufiges System solcher Strahlenpaare. Auf die so er-

zeugten Systeme wollen wir die Coincidenzformeln 39— 57 des

vorigen Paragraphen anwenden, indem wir die dem Strahlenpaare

auferlegten Bedingungen auf die Fläche selbst übertragen. Dabei

wird gemäss den Betrachtungen des § 3 jede dem Strahlenpaar

zugeschriebene a- fache Bedingung für die Fläche selbst (a — 2) -fach.

Wir haben daher zunächst zu erörtern, welche Flächenbedingungen

sich aus den Grundbedingungen des Strahlenpaars ergeben. Ver-

möge der Incidenzformeln lassen sich diese Flächenbedingungen

sämmtlich auf die folgenden zehn Bedingungen reduclren:

1) fi, dass die F^ durch einen gegebenen Punkt gehe,

2) V, dass die jPg ^^^ gegebene Gerade berühre,

3) ^, dass die F^ eine gegebene Ebene berühre,

4) yy dass die F^ eine gegebene Gerade in einer gegebenen Tan-

gentialebene berühre,

5) y'j dass die jPg eine gegebene Gerade in einem gegebenen

Punkte berühre,

6) d, dass die .Fg eine in einem gegebenen Strahlbüschel liegende

Gerade enthalte

,

7) rr, dass die i^g ^i^^ gegebene Gerade enthalte,

8) tVy dass die jPg eine gegebene Ebene in einem gegebenen

Punkte berühre,

9) 2/, dass die F^ eine gegebene Gerade enthalte und dabei

eine gegebene durch die Gerade gehende Ebene in einem

gegebenen, auf der Geraden liegenden Punkte berühre,

10) 0, dass die F.^ zwei gegebene sich schneidende Gerade ent-

halte.

Um die erwähnte Reduction zu zeigen, übertragen wir auf die

Fläche zunächst nur die folgenden drei- bis siebenfachen Grund-

bedingungen des Strahlenpaars:

9s, egp, pge, gph, gji, p\ e% pe-,

P9sf egsj gsh, g^h^^ gehe, g^he, pe% p^e-^

pG, e(r, Ghy g,hp, gshe, p^e^-^

peGy Ghpy Ghe'^ Ghg.

Schubert, Kalkül der abzählenden Geometrie. 5
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Beispielsweise liefert gehe der Fläclie F.^ die zweifache Bedingung,

dass sie zwei sich schneidende Gerade enthalten soll, von denen

jede in einer gegebenen Ebene liegt; ferner liefert pG der Fläche

die dreifache Bedingung, dass sie eine gegebene Gerade enthalte

und dabei eine zweite Gerade enthalte, welche die gegebene Gerade

in einem gegebenen Punkte schneide.

Die so aus den Grundbedingungen des Strahlenpaars hervor-

gehenden Flächenhedingungen drücken wir jetzt durch die oben zu-

sammengestellten zehn Flächenbedingungen aus. Dabei lassen wir

die Bedingung ö, was auch schon oben geschehen ist und im Fol-

genden immer geschehen soll, ganz fort, indem wir in diesem Para-

graphen nie ein allgemeines Strahlenpaar voraussetzen, sondern immer

nur ein solches Paar^ welches die Bedingung erfüllt, dass seine beiden

Strahlen sich schneiden. Ferner lesen wir in den folgenden Gleichungen

die Symbole auf den linken Seiten immer so, als wenn sie der Fläche

angehörten. Zur Verdeutlichung ist bei einigen Gleichungen die Be-

gründung hinzugefügt.

1) ^,,
= 0; denn in einem einstufigen Systeme von Flächen F^ kann

es keine Fläche geben, welche einen ihrer go^ Strahlen

in einem Strahlbüschel besässe, da es in dem Systeme

wohl Go^ Strahlenjpaare, aber nur oo^ Strahlen giebt;

2) egp = 2.^'^ denn durch den Punkt der Bedingung gp gehen

^ Flächen des einstufigen Systems, auf jeder gehen durch

diesen Punkt mvei Gerade und jede dieser beiden Ge-

raden liefert, mit dem Punkte der Bedingung e ver-

bunden, ein die Bedingung eg^ erfüllendes Strahlenpaar;

3) pge = 2 .Q] 4) gph = 4:.^'^ denn durch den Punkt der Be-

dingung gp gehen ^ Flächen, auf jeder Fläche gehen

durch diesen Punkt zwei Gerade, jede Fläche wird ferner

von der Geraden der Bedingung h in mvei Punkten ge-

schnitten und durch jeden der beiden Schnittpunkte geht

eine einzige Gerade, welche, auf der Fläche liegend, eine

bestimmte der beiden erstgenannten Geraden schneidet;

6)geh = 4..Q', 6)/= 2.^; l)e'= 2.Q', 8)^=2.1/;

9) (^= 0; 10) pgs = d; 11) eg., = d; 12) g., h^2. d;

13) gphp= 2.^^'^ U) gehe = 2.Q^', ib) gphe= 2 . ^q-^

lG)pe'=^2.y', ll)p'e= 2.y'',

\H) pG = X'^ denn der Strahl der Bedingung G liegt auf ;r Flächen

des dreistufigen Systems, und auf jeder bestimmt die
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Ebene der Bedingung p den Punkt ^ in welchem der

zweite Strahl des gesuchten Strahlenpaars schneidet;

19) eG= X', 20) Gh = 2.X', 21) gsh^ = ^d- 22) gJie=Q8',

23) p^€^ = 2 .W'^ denn die Ebene der Bedingung e^ wM von iv

Flächen des Systems in demjenigen Punkte berührt, wo
die Gerade der Bedingung p^ schneidet, und durch diesen

Punkt gehen auf jeder Fläche zwei Strahlen, von denen

jeder als Strahl^ resp. als Strahl h aufgefasst werden kann;

24.) peG=y', 2b) Gh^^^^ix-, 26)Ghe=QX', 21) Gh = z.

Natürlich darf in jeder der 27 Gleichungen g und h vertauscht

werden, ohne dass die rechte Seite der Gleichung sich ändert.

Wie alle übrigen aus Grundbedingungen des Strahlenpaars

stammenden Flächenbedingungen sich vermöge der Incidenzformeln

durch f e,

ausdrücken lassen, mag an folgenden Beispielen verdeutlicht werden:

28) pgh= geh-\-p^h = geh-\-phe-\-p^ = 4:.Q-{-2.Q + 2.n.]

29) p^eg= p'e'-hp'g,,==p'e+pe'-{-pg, = 2y'-\-2y-i-ö',

30) peghe=pghs +pge^ = ge h +P^h -Vp^e^ + ge e^

=g,\^pRJ^p^e^^eG = Q8-^x^2w^x',
31) g, h= gpH+ Ghe (§ 10 Formel X\)== ^ix^ qx-,

-32) pgVi^==2gsH=2.z.
Könnte niian nun auch noch die Coincidenzbedingimgcn des

Strahlenpaars durch die gewählten zehn Flächenbedingungen aus-

drücken, so würde man aus jeder der Coincidenzformeln 39— 57

des vorigen Paragraphen eine Gleichung zwischen den zehn Flächen-

bedingungen gewinnen müssen. Man kami nun in der That die

meisten Coincidenzbedingungen durch

allein ausdrücken und dadurch schliesslich jede der Bedingungen

7, /, 8, X, w, y, z

als Function von ^, v, q erhalten. Wir streben deshalb jetzt da-

nach, Coincidenzledingimgen durch ft, i', 9 auszudrücken; und zwar

eignen sich dazu am besten die Bedingungen:

8p\ se^, epe, eg^, sg,^ sp^ ee% spe,

segp, epgey eg.,, sp^e^, spgs, seg^j sG^

sp^e^j spGy seG, speG,

bei denen der selbstverständliche Faktor 6 wieder, wie oben, unter-

drückt ist. Nun aber bilden die 00^ auf einer F.^ liegenden Strahlen-

paare überhaupt keine Coincidenzen, wenn diese F.^ allgemein bleibt.

5*
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Wohl aber befindet sieb ein ztveistufiges System von Coimidenzefn auf

jeder Fläcbe zweiten Grades, welcbe einfach ausartet, d. b. eine von

den folgenden drei invarianten Bedingungen erster Dimension erfüllt:

1. di& Bedingung 9), dass die Punkte der Fläche zwei zusammen-

fallende PunUfeider bilden;

2. die Bedingung %) dass die Tangentialebenen der Fläche zwei

ztisammmfallende Ebenenbündel bilden;

3. die Bedingung 1^, dass die Tangenten zwei zusammenfallende

Strahlenaxen (specielle lineare Complexe, cf. die Terminologie der

Grundgebilde in § 2) bilden.

Jede Fläcbe zweiten Grades, welcbe eine dieser drei Beding-

ungen erfüllt, nennt man ausgeartet oder Ausartung. Wir bezeich-

nen eine ausgeartete Fläcbe selbst mit (p, % oder ^, je nachdem sie

die Bedingung 9), % oder i^ erfüllt.

Die geometrischen Eigenschaften der Ausartungen erkennt man

am besten durch eine gewisse homographische Abbildung (Lit. 24) des

allgemeinen Gebildes. Gegeben sei ein Punkt S als Centrum der

Homographie, eine Ebene r als Ebene der Homographie und ein

Zahlenwerth A als Doppelverhältniss der Homographie. Dann be-

stimme man zu jedem Punkte Ä des Raumes sein hotnographisches

Bild A! in folgender Weise. Man ziehe den Strahl SA, welcher

die Ebene r m Ba schneide, und bestimme auf diesem Strahle den

Punkt Ä so, dass das Doppelverhältniss

SA SA' _
BaA'BaA!

werde. Daraus folgt, dass man den Ort a! der Bilder aller Punkte

eines Strahles a, oder kurz das Bild des Strahles a erhält, indem

man durch S und a eine Ebene legt, welche r in r« schneidet,

dann den Schnittpunkt Ua von a und r„ mit S verbindet und zu

diesem Strahle, zu a und zu r« denjenigen vierten Strahl construirt,

welcher den drei Strahlen durch das Doppelverhältniss A ebenso

zugehört, wie oben A! zu 5, A, Ba gehörte. So erhält man weiter

als Bild einer Ebene wieder eine Ebene, und als Bild einer Fläche

zweiten Grades wieder eine Fläche zweiten Grades, deren Tangenten

und Tangentialebenen die Bilder der Tangenten und Tangential-

ebenen der ursprünglichen Fläche sind. Bildet man nun in dieser

Weise eine nicht durch S gehende Fläche zweiten Grades F^ homo-

graphisch ab, indem man A den Werth null ertheilt, so erhält man

als Bild der F2 die oben mit cp bezeichnete Ausartung. Ihre Punkte



Die Coincidenzformeln. 69

sind nämlicli die doppelt gezUlalteii Punkte der Ebene r. Jedem

Punkte gehört im allgemeinen nur die Ebene r als Tangential-

ebene an. Legt man jedoch durch ^ die oo^ Tangentialebenen an

die i^2? so schneiden diese die Ebene /• in oo^ Strahlen, welche

einen Kegelschnitt, umhüllen und gemäss dem Werthe A = die

besondere Eigenschaft haben, dass jede durch sie gelegte Ebene

als Tangentialebene ihres Kegelschnittpunktes zu betrachten ist.

Diese Kegelschnitttangenten ergeben sich zugleich als die Bilder

der 00^ auf der i^g liegenden Geraden. Daher zerfallen die oo^

Strahlenpaare, welche jeder F<^ in dem von uns festgestellten Sinne

angehören, bei der Ausartung cp in zwei Gruppen von je oo^:

1. solche, deren Schnittebene e die Ebene von (p, deren SchniU-

punU p ein beliebiger PunU auf ihr ist und deren Strahlen g und h

die beiden von diesem Funkte an den Kegelschnitt gelegten Tangenten sind]

2. solche, deren Schnittebene e eine beliebige, den Kegelschnitt be-

rührende Ebene, deren SchnittpunU p ihr BerührungspunJct ist, deren

beide Strahlen g und h aber in der diesem Berührungspunkte zugehörigen

Kegelschnitttangente vereinigt liegen.

Jedes der eben unter 2 genannten oo^ Strahlenpaare bildet also

eine Coincidenz, deren Strahl g Tangente des Kegelschnitts und deren

Schnittptmkt p ihr Berührungspunkt ist, deren Schnittebene c aber

irgend eine der oo^ durch g gehenden Ebenen sein kann.

Transformirt man die eben beschriebene Erzeugung der Aus-

artung (p nach dem Princip der Dualität, so erhält man die Be-

schreibung der (p dual entsprechenden Ausartung %, bei welcher die

Punkte einen Kegel zweiten Grades bilden.

Die dritte Ausartung i^^ welche sich selbst dual entspricht,

kann man eben so erzeugen, wie (p, nur dass man das Centrum S
der Homographie auf die F2 selbst zu legen hat. Dann wird jeder

Punkt auf der Ebene r der Homographie einmal Bild eines Punktes

der Fg- -^Is Bil^ ^^^ ^ muss man aber jeden Punkt auf der Tan-

gentialebene in S ansehen-, also bilden die Punkte von jjj zwei

verschiedene Ebenen, die wir Hauptebenen nennen wollen. Ihren

Schnitt wollen wir Hauptgerade der Ausartung if^ nennen. Die

beiden auf der F^ liegenden und sich in S schneidenden Strahlen

schneiden die Hauptgerade in zwei ausgezeichneten Punkten, die

wir Hauptpunkte nennen wollen und die die besondere Eigenschaft

haben, dass jede durch sie gelegte Ebene als Tangentialebene an-

gesehen werden muss. Ueberhaupt ergiebt die homographische Ab-

bildung folgende Beschreibung der Ausartung ^:
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Die Ausartung tl^ ist eine Fläche zweiten Grades,' deren Tan:

genten zwei in einer einzigen Geraden — Hauptgeraden — ver-

einigte StraHenaxen bilden. Jeder dieser Tangenten gehört im
Allgemeinen als Berührungspunkt ihr Schnittpunkt mit der Haupt-

geraden und als Tangentialebene ihre Schnittebene mit der

Hauptgeraden an. Es gehen jedoch durch die Hauptgerade oo^

ausgezeichnete Tangenten, welche zwei Stralüenfelder — Haupt-

ebenen — bilden und so beschaffen sind, dass jeder von ihnen je^er

auf ihr liegende JPunM als Berührungspunkt angehört; ausserdem

gehen durch die Hauptgerade noch andere go^ ausgezeichnete Tan-

genten, welche zwei Strahlenbündel — Hauptpunkte — bilden und
die Eigenschaft haben, dass als Tangentialebene zu jeder von ihnen

jede durch sie gehende Ebene zu betrachten ist. Demgemäss ist

jeder auf einer der beiden Hauptebenen liegende Punkt als ein

FunMj und jede durch einen der beiden Hauptpunkte gehende Ebene
als eine Tangentialebene der Fläche i/^ zu betrachten. Die oo^ auf
einer F^ liegenden Strahlen werden bei iIj zu den ao^ Strahlen der

vier Strahlbüschel, ivelche in den beiden Hauptebenen liegen und die

beiden Hauptpunkte m Scheiteln haben. Die oo^ Strahlenpaare end-

lich, welche einer i^g i^ ^^^ ^^n uns festgestellten Sinne an-

gehören, zerfallen bei einer Fläche i^ in drei Gruppen von je cx)^:

L solche j deren Schnittebene e eine Hauptebene, deren Schnitt-

punlct p ein beliebiger Punkt auf ihr ist und deren Strahlen g und h

die beiden von diesen Funkten nach dm Hauptpunkten gehenden Ge-

roden sind;

IL solche, deren Schnittpunkt p ein Hauptpunkt, deren Schnitt-

ebene e eine beliebige Ebene durch ihn, und deren Strahlen g und h

die Schnitte dieser Ebene mit den beiden Hauptebenen sind;

HL solche, deren Strahlen g und h in der Hauptgeraden ver-

einigt liegen, deren Schnittpunkt p ein beliebiger auf ihr liegender

Funkt, und deren Schnittebene e eine beliebige durch sie gehende Ebene ist.

Jedes der eben unter 3 genannten go^ Strahlenpaare bildet eine in

einem Systeme von Strahlenpaaren zweifach zu rechnende Coincidenz,

welche die Häuptgerade zum Strahle g, irgend einen Funkt auf ihr zum
Schnittpunkt p und irgend eine Ebene durch sie zur Schnittebene e hat.

Es handelt sich jetzt zunächst darum, die drei Ausartungs-

bedingungen (p, X, tp durch ft, V, Q auszudrücken. Da jede jPg, welche

(p, Xi '^ erfüllt, die Constantenzahl 8 hat, also eine um 1 kleinere

Constantenzahl hat, als die allgemeine i^g? so enthält ein einstufiges
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System von Flächen zweiten Grades im allgemeinen eine endliche

Anzahl von Ausartungen qo, %, ip^ d- h. die Bedingungen (p, i^ t

sind erster Dimension. Wenn man nun für ein einstufiges System

vermittelst des ursprünglichen Chasles'schen Correspondenzprincips

(§ 13) bestimmt:

1. wieviel Punkte auf einer Geraden liegen, in denen zwei

einer und derselben Fläche des Systems angehörige Punkte

sich vereinigen,

2. wieviel Ebenen in einem Ebenenbüschel liegen, in denen

zwei einer und derselben Fläche des Systems angehörige

Tangentialebenen sich vereinigen,

. 3. wieviel Strahlen in einem Strahlenbüschel liegen, in denen

zwei einer und derselben Fläche des Systems angehörige

Tangenten sich vereinigen,

so erhält man die Formeln:

I) 2.^-v==(p,

II) 2.Q-v = x,

III) 2.v-^-Q = ^ (Lit. 25). [cf. § 22.]

Wir schreiben nun den drei Ausartungen nicht blos alle Bedingungen

zu, welche ihnen als Flächen zweiten Grades zukommen, also z. B.

^, 1/, (>, sondern auch die Bedingungen, welche sie dadurch erfüllen,

dass die sie definirenden Gebilde Grundbedingungen erfüllen, wo unter

definirenden Gebilden zu verstehen ist:

bei q) der Kegelschnitt,

bei X der Kegel,

bei iIj das aus dey Hauptgeraden, den beiden Hauptpunkten und

den beiden Hauptebenen bestehende Gebilde.

Hat eine solche Grundbedingung das Symbol ^, so soll cpz, x^y

ifjz die Bedingung bedeuten, dass die F^ bezüglich (p, X7 ^ erfülle,

dabei aber auch das 9), x? ^ definirende Gebilde die Bedingung ^

erfüllen lasse. Man bemerke, dass dann die Bedingung nicht un-

abhängig von 9), Xj ^ is^; dass wir also gemäss den Regeln des

§ 2 solche Bedingungen (p0, x^y ^^ ^^^^^^ ^^^ zusammengesetzt be-

handeln dürfen. Wir bezeichnen nun:

I) für den Kegelschnitt von cp:

mit m die Bedingung, dass er seine Ebene durch einen ge-

gebenen Punkt schicke,

mit n die Bedingung, dass er eine gegebene Gerade schneide,

mit r die Bedingung, dass er eine Ebene berühre;
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n) für den Kegel von %:

mit m die Bedingung, dass er durch einen gegebenen Punkt
gehe,

mit n die Bedingung, dass er eine gegebene Gerade be-

rühre,

mit r die Bedingung, dass er seinen Scheitel auf einer ge-

gebenen Ebene besitze;

III) für das ip definirende Gebilde:

mit m die Bedingung, dass es eine seiner beiden Haupt-

ebenen durch einen gegebenen Punkt schicke,

mit n die Bedingung, dass es seine Gerade eine gegebene

Gerade schneiden lasse,

mit r die Bedingung, dass es einen seiner beiden Punkte
in einer gegebenen Ebene habe.

Durch diese Bezeichnung ist, wegen der vorangehenden Vor-

schrift, festgestellt, was für zweifache Flächenbedingungen durch

die Symbole:

gpm, 9>^, cpr^

%m, %n, %r,

i^m, ipny iljr,

dargestellt werden; z. B. bedeutet ^r, dass die F.^ zu. einer Aus-

artung (p wird, deren Kegelschnitt eine gegebene Ebene berührt.

Vergleicht man nun die eben definirten Symbole m, n, r mit den

Flächenbedingungen ft, v, p, so findet man bei hinreichender Be-

achtung der oben gelieferten Beschreibung der Ausartungen 9), %j f,

die Beziehungen:

^g) = z .mcpj
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m% = ii{2Q-v\ nx = v(2Q-v), . rx = i9(2Q-vy,
mip = ^(2v-'ii — Q)j ni{j-=iv(2v — ^ — Q\ rxl) = Q{2v — ^ — q).

Gerade so findet man«. B.

mr^X = i^9^(^Q — ^), mr^nx = iiivQ^ (2q — v),

Diese Formeln stellen also die auf 9, Xj t bezüglichen Be-

dingungen durch [i, Vy Q dar.

Es handelt sich deshalb nur noch darum^ die oben vor der

Beschreibung der Ausartungen genannten 19 Coincidenzbedingungen

durch die auf cp, X) t bezüglichen Bedingungen auszudrücken. Um
dieses leisten zu köimen, schicken wir die folgenden sieben Kegel-

schnittbeziehungen voraus, welche theils aus den Incidenzformeln,

theils direct aus dem Princip von der Erhaltung der Anzahl folgen.

Dabei benutzen wir die Symbole m, n, r.

1. Die Bedingung, dass ein Kegelschnitt eine Ebene so schneidet,

dass eine der beiden in den Schnittpunkten berührenden Tangenten

eine Gerade schneidet, ist nach der Incidenzformel I des § 7

(cf. § 8) gleich:

2. Die Bedingung, dass ein Kegelschnitt durch einen gegebenen

Punkt geht, ist nach der Incidenzformel VII des § 10 (cf. § 12,

Nr. 9) gleich:

mn — 2 . m^.

3. Die Bedingung, dass ein Kegelschnitt einen in einem ge-

gebenen Strahlbüschel liegenden Strahl berührt, ist nach der In-

cidenzformel V gleich:

mr.

4. Die Bedingung, dass ein Kegelschnitt eine gegebene Gerade
berührt, ist nach der Incidenzformel VI (cf. § 12, Nr. 8) gleich:

m^r — 2 . m^.

5. Man betrachte die zusammengesetzte Bedingung nr und
wende das Princip von der Erhaltung der Anzahl an, indem man
den Strahl der Bedingung n in die Ebene der Bedingung r legt.

Dann kann nr auf keine andere V^eise erfüllt werden, als indem
der Kegelschnitt die Ebene in einem Punkte der Geraden berührt.

Ein solcher Kegelschnitt erfüllt aber dabei die Bedingung nr zwei-

mal, weil er mit der Geraden von n zwei Punkte statt eines ge-

mein hat. Also ist die Bedingung, dass ein Kegelschnitt eine
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Ebene in einem Punkte einer auf der Ebene gegebenen Geraden

berührt, gleich:

6. Ebenso ergiebt sich für die Bedingung, dass ein Kegelschnitt

eine gegebene Ebene in einem gegebenen Punkte berührt, die Hälfte

von der Bedingung, dass ein Kegelschnitt durch einen gegebenen

Punkt geht und zugleich eine gegebene Ebene berührt, also

^ {mn — 2 . mF) r.

7. Wemi man die dreifache Bedingung, dass ein Kegelschnitt

eine gegebene Gerade berührt, mit der einfachen Bedingung n, dass

er eine gegebene Gerade schneidet, multiplicirt und dann die beiden

gegebenen Geraden sich schneiden lässt, so wird die entstandene

vierfache Bedingung erstens zweimal von jedem Kegelschnitt er-

füllt, welcher die erste Gerade in dem Schnittpunkte berührt, zwei-

tens zweimal von jedem Kegelschnitt, welcher in der Ebene der

beiden Geraden liegt und dabei die erste Gerade berührt, d. h.

welcher die Bedingung mV erfüllt. Also ist die Bedingung, dass

ein Kegelschnitt eine gegebene Gerade in einem gegebenen Punkte

berührt, gleich

^m^nr — m^n — m^r.

Diesen sieben Gleichungen entsprechen dual sieben Gleichungen

für den Kegel.

Mit Hilfe der so gewonnenen 14 Gleichungen können wir die

in Frage stehenden Coincidenzbedingungen zunächst durch die auf

^y li ^1 '^^h ^? ^ bezüglichen Bedingungen, also schliesslich auch

durch ii, V, Q ausdrücken. Dies ist in der folgenden Tabelle ge-

schehen. Für die Beweise beachte man namentlich, dass gemäss

der Beschreibung der Ausartungen 9), x^ t jedes Symbol £0 nur

dann von 9, % oder 1^ erfüllt werden kann:

I. wenn bei (p in der Bedingung der Faktor e steckt, weil

eine auf (p liegende Coincidenz noch unendlich viele Schnittebenen

haben. kann, wenn auch qp, der Schnittpunkt p und der Coincidenz-

strahl g vollkommen bestimmt sind;

n. wenn bei % in der Bedingung der Faktor p steckt;

HI. wenn bei i^ in der Bedingung die Faktoren p und e

stecken, s

Tabelle der Formeln, welche die Coincidenzbedingungen durch die

auf (f, i, ip bezüglichen Bedingungen ausdrücken.

I) 1) £p2_2.;c; 2) £6^ = 2. gp, 3) £pe = 2 . 9? + 2. ^ + 2.^;

4) £^i.
= 0; 5) £ge = 0.
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II) 6) sp^ = mx] 7) £e^ = r9); 8) £pe = n(p-}-nx + 2 .nip-^

9) 6eg^=^2,m(p; 10) £pge = 2.rx', 11) fr/, = 0.

III) 12) fi)2g2 _ ^_^3g -f £^e-^ = (^^ _ 2 . m^ 4- 1 . ?^r) 9
-{-(rn — 2.r^-\-^mn)x + 2.n^f-^

13) spgs==mrx', 14) £eg,=^mrcp'^ 15) £G = 0.

IV) 16) ep^e^^{^mnr--m^r)(p-\-{^mnr — mr'^)x-\-2.{{n^)'tp'^

17) £pG^(r^m-2r^)x', 18) £eG^ = (mV- 2.m^)9.

V) 19) £Gpe=={^m^7tr — m^n—m^r)(p-{-(}r^nm— r^n— r''^m)x

+ 2.(K)^.
Die vorgesetzten römischen Nummern geben die Stufen der

vorausgesetzten Flächensysteme an. Ersetzen wir nun noch die

SymboliB der rechten Seiten dieser 19 Gleichungen durch ^^ v, q,

wie dies oben gezeigt ist^ so haben wir die Coincidenzbedingungen
durch ^, Vj Q ausgedrückt. Jede Coincidenzformel des Geraden-
paares also, welche nur diese Coincidenzbedingungen und ausser-

dem die früher durch die 10 Flächenbedingungen

i^y ^y Qy 7y ?', ^y ^y ^y «/, ^

ausgedrückten Grundbedingungen des Strahlenpaares enthält, muss
jetzt eine Gleichung zwischen den 10 Flächenbedingungen geben.

So erhalten wir 19 Gleichungen. Diese stellen wir jetzt zusammen
und zwar, mit Angabe der Coincidenzformel, aus welcher jede dieser

Gleichungen hervorgeht. In den Coincidenzformeln ist der gemein-
same Fak-tor ö wieder fortgelassen. In den resultirenden Gleich-

ungen ist der Deutlichkeit wegen jeder aus 9,*^ oder 1/^ entstandene
Ausdruck

2^ — Vj 2q — Vj 2v~-^ — q

in eine Klammer eingeschlossen.

Tabelle der Gleichungen zwischen den 10 Flächenbedingungen.

1. Aus pge+ phe—pe = £p^

folgt

4^-22^ = 2.(2^-1.).

2. Aus egp-\-ehp—pe= £e^

folgt

4^-2v = 2.(2^-v).

3. Aus gs + h+P^-\-e^==£pe
folgt

2^ + 2Q = 2.(2^-v)-j-2,(2Q-v)-\-2.{2v--ii~Q).
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4. Aus gph — egp—iJ>^ = egp

folgt

5. Aus (jeh~pge — e^ = £ge

folgt

6. Aus pg, + Ph-G-H~ p^e= ep'^

folgt

2,J-2/ = (2(»-i/)i[i. t

7. Aus egs + eJh- G - H-pe^ = £0^

folgt

2d-2>^ = (2ft-~v)^.

8. Aus (^ + if+i?^e+i>e^ = £i>c

folgt

2y + 2/ = (2^ - 1/) 1/ + (2() - 1/) 1/ + (2i; -
f*
- ^) i^.

9. Aus gphp — p^e = £egp

folgt

2^2 _2y' = (2^-1;)^.

10. Aus ge he—pe^= spge

folgt

m

11. Aus G + gji —pg, - eg^ = £^.

folgt

2ö-d-^ = 0.

12. Aus p(;+i)ir+eG^ + ei^+2.i>'e''^ = «i>'e2

folgt

Ax + 4:W = {2ii~v) (iiiv - ii«,'' + 4v ^)

+ (2v~ii-Q).2.\v\

13. Aus gshe-eG-e^p^=£pgs

folgt

(> d — ^ — 2^(; = (2 () — 1^) . i/fi ().

• 14. Aus gs hp —pG- e^p^ = £eg,

folgt

|[id — rr — 2^^ = (2|Lt - v) . ^fi ().

15. Aus Gh-pG-eG = £G

folgt

2a; — ^--a; = 0.
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16. Aus peG+peH= ep^e^

folgt
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erwachsen, dass man den auf ihnen liegenden Strahlenpaaren be-

liebige Grundbedingungen zuschreibt. 'Wir können daher jetzt alle

solche Flächenbedingungen durch die drei einfachen Bedingungen

ft, v^ Q ausdrücken; z. B. erhält man für die aus i>^e/y resultirende

Flächenbedingung

wegen IV, V und VI:

d. h. in Worten:

.^yln jedem heliehigen zweistufigen Fläcliensysteme gieht es oo^ Flä-

chen, von denen jede eine gegebene Gerade so schneidet, dass die einem

SchnittpunMe angehörige Tangentialebene durch einen gegebenen PunM
geht In jeder dieser Flächen liegen zwei Gerade, welche auf der eben

genannten Tangentialebene sich in jenem SchnittpunMe schneiden. Die

so entstehenden oo^ Geraden bilden eine Linienfläche, deren Grad immer

gleich der Summe der drei Zahlen ist, tvelche angeben, wieviel Flächmi

des zweistufigen Systems erstens durch einen gegebenen Funld gehen

und eine gegebene Gerade berühren, zweitens eine gegebene Ebene und

eine gegebene Gerade berühren, drittens durch einen gegebenen PunM
gehen und eine gegebene Ebene berühren.^^

Ferner erhält man für die aus gg hg stammende Flächenbedingung,

da gahs=^gpH-\-Ghe ist,

Hieraus ergiebt sich nach Benutzung von VII:

In jedem vierstufigen Systeme von Flächen ziveiten Grades gieht

es cc^ Flächen, welche einen Strahl eines gegebenen Strahlbüschels ent-

halten. Auf jeder dieser Flächen wähle man diejenige Begelschaar

aus, welche jenen Strahl des Strahlbüschels schneidet. Die oo^ Strahlen

der so entstehenden cc^ Regeischaaren bilden einen Complex, dessen Grad

sich durch die aus ^, v, q zusammengesetzten vierfachen Bedingungen

ausdrücken lässt, wie folgt:

-\-bviiQ^-\-3vQ^-2ii^-2ii^Q-2iiQ'-2Q').

Die in diesem Paragraphen erörterten Fragen hat der Ver-

fasser noch etwas eingehender behandelt in seiner Abhandlung

„Moduln bei Flächen zweiter Ordnung" (Math. Ann. Bd. 10 pag. 318);

dort ist auch gezeigt, wie man die gefundenen Resultate durch Be-

nutzung des Princips von der Erhaltung der Anzahl bestätigen kann.

Ferner sind dort im Anschluss an die Thatsache, dass sich für y

drei verschiedene Functionen, IX a, IX b, IX c, ergeben, Betrachtungen
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angestellt, welche für die CharaMeristikentheorie (hier Abschn. VI § 38)

der Flächen zweiten Grades von grosser Bedeutung sind. Dabei

ergab sich, dass bei einer Fläche zweiten Grades immer zwischen

den aus yi^ v, Q zusammengesetzten

1) weniger als vierfachen Bedingungen IceinCf

2) 15 vierfachen Bedingungen zwei,

3) 21 fünffachen Bedingungen acht,

4) 28 sechsfachen Bedingungen achtzehn,

5) 36 siebenfachen Bedingungen dreissig,

6) 45 achtfachen Bedingungen zweiundvierzig

von einander unabhängige, allgemeingiltige Gleichungen bestehen.

Solche zwei von einander unabhängige Gleichungen zwischen den

15 vierfachen, aus ft, v, q zusammengesetzten Bedingungen können

wir z. B. erhalten, wenn wir die drei Functionen für y einander

gleichsetzen. Um jedoch zwei Relationen zu gewinnen, welche

durch duale üebertragung in sich selbst übergehen, setzen wir

erstens die Functionen in IX b und IX c einander gleich, zweitens

aber die Function in IX a gle'ich der halben Summe der Functionen

in IX b und IX c. Dann kommt:

XI) 2v^^-2v'q-3v^^^ + 3v'q^-{-2v^'-2vq' = 0,

XII) 2v'' - 5i^V - ^^^Q + 6^V+ 8i^V^ + Qv^()'-4v^^

In der citirten Abhandlung des Verfassers sind die gewonnenen

Resultate auch auf Kegelschnitte übertragen. Da die gefundenen

Formeln nämlich für jede Fläche zweiten Grades gelten, so müssen
sie auch für die Ausartung cp gelten oder, was dasselbe ist, die

Formeln dürfen mit der Bedingung cp multiplicirt werden. Dann
aber kann man, wie oben erörtert ist, für die Symbole ^cp^-, (pv,

(pQ die Bedingungen m, n, r einführen, welche bezüglich aussprechen,

dass der auf cp liegende Kegelschnitt seine Ebene durch einen ge-

gebenen Punkt schickt, eine gegebene Gerade schneidet, eine ge-

gebene. Ebene berührt. Man bekommt also auf diese Weise aus

jeder Gleichung zwischen Bedingungen der Fläche zweiter Ordnung
eine Gleichung zwischen Kegelschnittbedingungen. Z. B. ergiebt

Formel VII für den Kegelschnitt die prleichung:

XIII) X= ^n^' — \n^r -}- ^nr^ — ^r^ — ^n^m -f nrm -f ?>nm^ — 4m^,

wo die Flächenbedingung x, eine Gerade zu enthalten, noch durch

eine Kegelschnittbedingung zu ersetzen ist. Nun wird aber x von
einer Fläche (p ziveimal dadurch erfüllt, dass der Kegelschnitt auf
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(p die Gerade der Bedingung x berührt, d. h. eine Bedingung er-

füllt, welche nach den Incidenzformeln (§ 12 Nr. 8) gleich

m^r — 2m^

ist. Setzt man demgemäss das doppelte dieser Function für x ein,

so erhält man:

XIV) 2n^- 3n^r + Snr^ - 2r^ - 6mn^ + 4.mnr

Dies ist aber eine Gleichung zwischen den dreifachen, aus m, n, r

zusammengesetzten Bedingungen des Kegelschnitts. Specialisirt man

diese Gleichung dadurch, dass man die Kegelschnittebene als ge-

geben voraussetzt, d. h. die Gleichung mit m^ multiplicirt, so erhält

man eine Formel, welche von Cremona und Halphen bei Gelegen-

heit ihrer Untersuchungen über Kegelschnitt-Charakteristiken aufge-

funden ist und auch indemLindemann'schen Werke über C leb seh 's

Vorlesungen (pag. 406 Formel 11) abgeleitet ist (Lit. 27). Der Ver-

fasser hat ferner bewiesen (Math. Ann. Bd. 10 pag. 360), dass bei

einem Kegelschnitt immer zwischen den aus m, w, r zusammen-

gesetzten

1) weniger als dreifachen Bedingungen heine^

2) 10 dreifachen Bedingungen eine einzige

Gleichung besteht, dass aber zwischen den aus m, w, r zusammen-

gesetzten

3) 14 vierfachen Bedingungen vier^

4) 18 fünffachen Bedingungen neun^

5) 22 sechsfachen Bedingungen sechs0e]m,

6) 26 siebenfachen Bedingungen dreiundzwanzig

von einander unabhängige, allgemeingiltige Gleichungen bestehen..

§ 17.

Die Paare verschiedenartiger Hauptelemente und ihre

Coineidenzbedingungen.

Wir betrachten zuerst das aus einem Punlcte p imd einet' Ebene e

bestehende Paar. Dasselbe hat die Constantenzahl 6 und erfüllt

eine einfache Coincidenzbedingung 8 dadurch, dass der Punkt j) in

die Ebene e fällt oder, um in der Terminologie des II. Abschnitts

zu reden, wenn |? und e einander incident werden. Um eine all-

gemeine Beziehung zwischen p, e und s zu finden, setzen wir ein

einstufiges System von solchen Paaren voraus und fassen bei jedem

Paare den Punkt p mit jedem der oo^ Punkte auf der zugehörigen
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Ebene e als Punktepaar 2'; ^ zusammen. Dann enthält das voraus-

gesetzte einstufige System ein dreistufiges System von so definirten

Punktepaaren. Auf dieses dreistufige System wenden wir die For-

mel 3 des § 13 an. Dann ist das Symbol p^ gleich null zu setzen.

Für (f hat man e einzusetzen, weil durch den Punkt der Bedingung

c^ e Ebenen gehen, deren jede einen zugehörigen Punkt p besitzt.

Um gs zu bestimmen, beachten wir, dass die Ebene der Bedingung

Qs p Punkte enthält und dass die Verbindungslinie jedes dieser

p Punkte mit dem Punkte der Bedingung gs die zugeordnete Ebene

in einem Punkte q schneidet, welcher mit p zusammen ein Punkte-

paar bestimmt. Also ergiebt sich, dass p statt gs zu setzen ist.

Endlich wird die Bedingung sgj, in der angewandten Formel von

jedem Paare erfüllt, bei welchem p auf e liegt, weil dann jeder

durch p gehende Strahl als der Verbindungsstrahl der coincidirenden

Punkte gelten darf. Die gesuchte Beziehung ist also:

1) p-^e = s.

Hieraus folgen durch symbolische Multiplication mit den auf p
und e bezüglichen Grundbedingungen:

2) p^-]-pe==pSj

3) pe + e^ = €Sy

4) p^-\-p^e= p^£^

5) p^e-|-^e^=^ef,

6) p'e^-\-e^ = e^£j

7) p^e=p^€^

8) p^e-{-p^e^= p^e£j

9) p^e^-{-pe^=pe^Sj

10) • pe^= e^s.

Man bemerke, dass die Summe der linken Seiten von 7 und 9

identisch ist mit der Summe der linken Seiten von 8 und 10, dass

also auch

p^£ -f pe^£ =p^€s -\- e^e

ist. Dies ist aber nichts anderes, als die Incidenzformel VII des

§ 10. Benutzt man das dort bei Formel XIII und XIV eingeführte

Symbol 21 e, so erhält man:

11) p^e^=pe£.

Endlich erhält man die Formel fünfter Dimension:

12) p'e^=^p'es,

13) p^e^=pe^£.
Schubert, Kalkül der abzählenden Geometrie. fi
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Beispielsweise wenden wir diese Formeln auf die Frache w*®'

Ordnung an, indem wir jeden Punkt derselben mit seiner Tangential-

ebene als ein Paar zusammenfassen, das die Coincidenzbedingung

£ erfüllt. Es ist dann p^s gleich der Ordnung n^ pes gleich dem

Range n(n—l) und e^e gleich der Klasse n{n—iy der Fläche zu

setzen. Folglich ergeben sich p^j p^e, pe\ & aus den Gleichungen

4, 5, 6, sobald man eine dieser vier Zahlen kennt. Fassen wir da-

her die aus den Punkten und den Tangentialebenen einer Fläche

w**'" Grades bestehenden Paare als Coincidenzen gewisser Paare auf,

bei. denen einem gegebenen Punkte eine einzige Ebene zugeordnet

ist, so folgt aus
p^= 1

durch die Formeln 4, 5, 6 mit Nothwendigkeit:

p^e^n-\, pe^ = n{n-\)-{n-\) = (n-Vf,

^^^n(n-Vf-{n-Vf=-{n-\)\

Die einem Punkte auf diese Weise hinsichtlich eine"r Fläche

zugeordnete Ebene nennt man bekauntlich seine Polarehene. Für

ein einstufiges System von Flächen liefern daher die Formeln 7,

10 und 11 unmittelbar die bekannten Sätze der Polarentheorie:

,^Der Grad des einstufigen Ortes der Polarebenen eines Punktes

in Bezug auf alle Flächen eines einstufigen Flächensystems ist eben

so gross, wie die Zahl der durch einen gegebenen Punkt gehenden

Flächen dieses Systems.

Der Grad der Curve aller Punkte, welche in Bezug auf alle

Flächen eines einstufigen Flächensystems ein und dieselbe Polarebene

haben, ist eben so gross, wie die Zahl der eine gegebene Ebene be-

rührenden Flächen des Systems.

Bestimmt man zu den sämmtlichen Punkten einer Geraden die

Polarebenen in Bezug auf alle Flächen eines einstufigen Systems, so

bilden diese Polarebenen einen zweistufigen Ort, dessen Grad gleich

der Zahl der eine gegebene Gerade berührenden Flächen des Systems ist."

Wir gehen jetzt dazu über, in analoger Weise das aus einem

Punkte p, einem Strahle g und ihrer Verbindungsebene e bestehende

Paar zu behandeln. Dasselbe hat die Constantenzahl 7. Als ein-

fache Coincidenzbedingung hat man die Bedingung £ zu betrachten,

welche verlangt, dass p und g einander incident sind und zwar bei

völlig bestimmter Verbindungsebene e. Verlangt man jedoch, dass

p so auf g fällt, dass als ihre Verbindungsebene jede Ebene durch
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g gelten kann, so legt man dem aus p und (j bestehenden Paare

eine zweifache Bedingung auf, die wir volle Coincidenz (analog in

§ 13) nennen. Jedes Paar mit voller Coincidenz erfüllt also die

zusammengesetzte Bedingung es. Um eine Beziehung zwischen p,

g, e, E aufzufinden, fassen wir bei einem einstufigen Systeme jeden

Punkt 2^ mit jedem Punkte g des zugeordneten Strahles g als Punkte-

paar zusammen und wenden auf das erhaltene zweistufige System

von Punktepaaren die Formel 2 des § 13 an. Dami ist p"^ gleich

null zu setzen. Für q^ ergiebt sich gj weil die Gerade der Be-

dingung (f von g Strahlen g geschnitten wird, deren jede mit ihrem

zugeordneten Punkte p ein Punktepaar bestimmt. Für ge ist p ein-

zusetzen, weil die Ebene der Bedingung ge p Punkte enthält, welche

p zugeordnete Strahlen g besitzen, und weil jeder dieser Strahlen

die Ebene von ge in einem Punkte q schneidet. Ferner hat man
für gp e einzusetzen, weil durch den Punkt von g^j e Ebenen gehen,

deren jede einen Punkt p und einen zugeordneten Strahl g besitzt,

und weil dann die Verbindungslinie eines solchen Punktes p mit

dem Punkte von gp den zugeordneten Strahl in einem Punkte q

schneidet. Endlich, hat man für das ag der angewandten Formel

die Bedingung s zu setzen, dass p auf g fällt und dabei die Ver-

bindungsebene e bestimmt bleibt. Als Verbindungsstrahl von p und

q hat man nämlich die Gerade aufzufassen, welche von p nach dem
Schnitt der Ebene e mit der Geraden der Bedingung ag gezogen

werden kann. Es lautet also die gesuchte Beziehung

14)
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20) pgp+ gs-egp= gpe,

pe^-\-e^g — e^ = e^£^

oder

21) pe^-\-egj,=^&'s,

p'^e-\-peg—pe^= pe£j

oder

22) p^e-^pgp=pe£,

23) p^g—p^e^p^Sj

pgs-^0-^egs = gs£,

oder

24) pgs-e^g-gs^y

25) p^ge-pe^=pge£,

26)
,

|)e^ + e3^ = e^f; ^
27) jo^e+pe^— i)e^ = pcf,

28) P^.+i?e^ = e^.f,

und so fort.

Aus diesen Formeln ergeben sich durch duale üebertragung die

analogen Formeln für das aus einem Strahle g^ einer Ebene e und

ihrem Schnittpunkt p bestehende Gebilde.

Als Beispiele für die obigen Formeln wählen wir die Zahl-

beziehungen (Lit. 28), welche sich auf Correspondenzen zivischen dm

PunUen eines PunUorts und den Strahlen eines gleichstufigen Strahlen-

orts beziehen. Dabei haben wir zu beachten, dass, wenn ein Punkt

eines gegebenen Punktorts mit einem Strahle eines gegebenen

Strahlenorts coincidirt, dass dami das aus beiden Hauptelementen

bestehende Paar die Bedingung es und nicht bloss £ erfüllt, weil

als Verbindungsebene des Punktes und des ihm incidenten Strahles

jede durch den Strahl gehende Ebene aufgefasst werden darf. Ist

daher eine Raumcurve 7n^'' Ordnung und eine Linienfläche a*^" Grades

derartig auf einander bezogen, dass jedem Punkte der Raumcurve

y Strahlen der Linienfläche entsprechen und jedem Strahle der

letzteren n Punkte der Raumcurve entsprechen, so hat man For-

mel 14 anzuwenden, f gleich null zu setzen und m.y fürp und

a.Ä für ^ zu substituiren; e aber bezeichnet dann den Grad des

einstufigen Orts derjenigen Ebenen, welche impier einen Punkt der

Raumcurve mit dem entsprechenden Strahl der Linienfläche ver-

binden. Also gilt der Satz (cf. Brill, Math. Aim. Bd. VII p. 621):

„Sind eine Raimcurve m^''' Grades und eine Linienfläehe a*'"" Gra-

des derartig auf einander he^ogm, dass jedem PunUe der Baimcurve
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y Strahlen der Linienfläclie ^ und umgehehrt jedem Strahle der Linien-

fläche % Tunkte der Raumciirve entsprechen , so gehen von den oo^ Ver-

hindungsebmm entsprechender Elemente immer

m.y + a.7t

durch jeden Punkt des Baumes}''

Ebenso erhält man aus den Formeln 15, 16, 17 Resultate,

welche sich auf Correspondenzen zAvischen den Punkten einer Fläche

und den Strahlen einer Congruenz beziehen. In diesem Falle hat

man pa und ge gleich null zu setzen und es giebt an, wie oft es

vorkommt, dass ein Punkt auf dem ihm entsprechenden Strahle

liegt. Eliminirt man das Symbol pe aus den drei Gleichungen, so

erhält man zwei Zahlbeziehungen, welche sich aussprechen lassen

wie folgt

:

„Es mögen die Funkte einer Fläche m^^" Grades den Strahlen

einer Congruenz vom Feldrange a und vom Bündelrange h derartig

entsprechen j dass jedem Punkte der Fläche y Strahlen der Congruenz

und umgekehrt jedem Strahle der Congruenz % Punkte der Fläche zu-

geordnet sind, dass ferner den oo^ Punkten einer aus der Fläche aus-

geschnittenen ebenen Curve die Strahlen einer Linienfläche d^^« Grades

entsprechen. Dann ist der Grad des Orts der oo^ Verhindungsebenen

entsprechender Elemente oder, was dasselbe ist, die Klasse der von ihnen

eingehüllten Fläche gleich

und die Zahl derjenigen Strahlen, deren entsprechende Punkte auf ihnen

selbst liegen, gleich

m.y-\-d-\-b.7t.

Um eine analoge Formel bei der Correspondenz der oo^ Punkte

des Raumes mit den oo^ Strahlen eines Complexes zu erhalten,

eliminiren wir aus den fünf Formeln 18 bis 22 die Bedingungen:

pe, e», egp.

Dann erhalten wir für den Fall, dass p^a, geS, gpS gleich null ist,

die Formeln:
pes=p^+p^g-[-pgp

und
gee = e^E=p^g +pg, -{-pg^ + g,.

Aus ihnen geht dann folgender Satz hervor:

„-Es mögen die Punkte des Baumes auf die Strahlen eines Linien-

complexes a'^* Grades derartig bezogen sein, dass jedem Punkte y Strah-

len des Complexes und timgekehrt jedem Complexstrahl % Punkte zu-

geordnet sind, dass ferner den oo^ Punkten einer gegebenen Geraden
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die cc^ Strahlen einer im Complexe liegenden Linienfläche tf'^'* Grades

entsprechen, und dass endlich den oo^ PunUen einer gegebenen Ebene

die 00^ Strahlen einer im Complexe liegenden Gongruenz mgchÖrenj die

den Bündelrang ß und den Feldrang (p hat. Dann bilden diejenigen

FunJde des Baumes, die auf entsprechenden Strahlen liegen, eine Gurve

vom Grade
y-\-d-\-ß,

und diese ihnen entsprechenden Strahlen selbst eine Linienfläche vom

Grade
d-\-ß-\-g) + a.7t.

Analog den eben aufgestellten Formeln für die Correspondenz

zwischen den Elementen der Punktörter und den Elementen der

ihnen gleichstufigen Strahlenörter kann man aus den Coincidenz-

formeln auch Formeln gewinnen für die Correspondenz zwischen

den Elementen von irgendwelchen zwei anderen Oertem, z. B.

zweier Complexe.

§ 18.

Ableitung der Cayley-BriH'sclien Corresp\)ndenzformel aus

den allgemeinen Coincidenzformeln für Punktepaare.

Mehrere Mathematiker (Lit. 29) haben Werth darauf gelegt,

das Chasles'sche Correspondenzprincip von der geraden Punktreihe

auf Plancurven auszudehnen, und sind dabei zu folgendem Resultate

gelangt:

jjGegeben sei eine feste Plancurve b vom Geschlechte p und der

Ordnung m, und ein derartiger algebraischer Zusammenhang zwischen den

PunUen ihrer Ebene, dass jedem PunUe x der Ebene sämmtliche Punlcte

einer Gurve s^^^ Ordnung entsprechen, und umgekehrt jedem PunJde y

der Ebene sämmtliche Punlcte einer Gurve r*^ Ordnung. Bann ent-

sprechen einem Punkte x der Gurve b m.s Punkte y, welche gleich-

falls auf der Gurve b liegen. Umgelcehrt entsprechen auf b einem

Punkte y m .r Punkte x. Bei möglichst allgemeiner Auffassung muss

man nun annehmen, dass in jedem Punkte der Gurve b ymal eine

Goincidenz zweier einander zugeordneter Punkte x und y stattfindet,

nur dass der Verbindungsstrahl dieser coineidirenden Punkte im all-

gemeinen nicht mit der Tangente zusammen zu fallen braucht. Es ent-

sprechen also dadurch auf b jedem Punkte x nur m .s — 'y = a von x

verschiedene Punkte y, und umgekehrt jedem Punkte y nur m.r — y= ß

von y verschiedene Punkte x. Dann soll es auf der Gurve b

% = a-\- ß-\-2p.'y



Die Coincidenzfonneln, 87

Male vorlwmmen, dass swei SO msammengehörige Punlcte x und y

miendlich nahe liegen.^^

Das durch diese Formel gelöste Problem gewimit bei der durch

unseren Kalkül ermöglichten allgemeineren Auffassung des Corre-

spondenzprincips folgende Gestalt:

„Gegeben ist in fester Ebene erstens ein dreistufiges System X^

von Funldepaaren p, q, g. Dasselbe besitzt ein zweistufiges Sijstem 27^

von Coincidensen s, deren jede aus dem CoincidenzpunJcte p und dem

die coincidirenden Punkte verbindenden Strahle g besteht. Gegeben ist

zweitens in derselben Ebene eine Flancurve m^'' Ordnung, n*'"" Banges,

welche durch ihre oo^ Tangmten und zugehörigen Berührungspunhte

ein einstufiges System U^ von Gebilden feststellt, deren jedes aus

einem Strahle und einem darauf liegenden Punkte besteht. Gesucht

wird die Zahl t der dem Systeme Z^ und Z^ gemeinsamen Gebilde.^'

Diese Zahl ist in § 14 am Schluss berechnet. Es ist nämlich

1) t = m.v-\-n.^,

wo V angiebt, wieviel Gebilde in U^ liegen, die einen gegebenen

Strahl g besitzen, und ^i angiebt, wieviel Gebilde in U^ liegen, die

einen gegebenen Goincidenzpunkt p besitzen. Es ist also für v sge

und für ^i sp^ einzusetzen. Es handelt sich also bloss noch darum,

sge und sp"^ durch die Zahlen a^ ß^ y auszudrücken. Das Symbol

£p^ zählt aber, wie oft jeder Punkt der festen Ebene als Goinci-

denzpunkt auftritt, ist also gleich y zu setzen. Um auch sge zu

bestimmen, wenden wir die Punktepaarformel 13 des § 13 (pag. 45)

an-, diese heisst:

sgp + ege + 2. sp^ ==p^-^p\ -\-pq^ + 3'.

Hier ist wegen der festen Ebene sg^, p^ und (f gleich null zu

setzen; sp^ ergab sich eben gleich y^ p^q ist dcj oben mit s be-

zeichnete Grad der Curve, deren Punkte einem Punkte x entsprechen,

pq^ ist der oben mit r bezeichnete Grad der Curve, deren Punkte

einem Punkte y entsprechen. Also ergiebt sich aus der Coincidenz-

formel

:

2) sge= s-\-r — 2.y oder v = s-\-r — 2.y.

Folglich wird aus Formel 1:

3) t = m.s-\-m.r — 2.m.y-\-n.y.

Nun sollte aber die Zahl m.s — y mit a und die Zahl m.r — y

mit ß bezeichnet werden. Ersetzt man demgemäss m.s durch

K-\-y, m.r durch ß + y, so kommt endlich:

4) r=^a + ß + y.(n-2.7n+ 2).



88 Dritter Abschnitt. Die Coincidenzformeln.

Herr Brill hat aber die gesuchte Zahl gleich

gefunden, wo ^) das Geschlecht der Curve h bezeichnet. Da nun
nach den Plücker' sehen Formeln

2p = n-2.m + 2-{-h

ist, wo h die Zahl der Rückkehrpunkte auf h ist, so ist die

Brill'sche Zahl um y . h grösser als die unsere. Dieser Widerspruch

erledigt sich dadurch, dass bei der durch den Geschlechtsbegriff

veranlassten Auffassung von Brill (Clebsch's Vorl. v. Lindemann,

I. Th. pag. 456, 457, 460) in jedem Rückkehrpunkte y Coincidenzen

auch dann mitgezählt werden, wenn der Verbindungsstrahl der

coincidirenden Punkte nicht mit der Rückkehrtangente zusammen-

fällt. Infolge dessen hat Brill seine Zahl jedes Mal um y .h zu

vermindern, wemi die einem Rückkehrpunkte entsprechende Corre-

spondenzcurve in ihm einen «-fachen Punkt besitzt.

Ein näheres Eingehen auf die Art und Weise der Anwendung
der Formel 4 kaim der Verfasser sich ersparen, weil diese Formel

in den folgenden Untersuchungen niemals zur Anwendung gelangt,

da immer die unmittelbare Benutzung der Coincidenzformeln des

§ 13i schneller und bequemer zum Ziele führt.

Die Brill'sche Formel für die Zahl derjenigen Punktepaare

einer Plancurve, welche 0Wei auf dieser Curve liegenden Correspon-

denzen gemeinsam sind, ergiebt sich bei uns in § 42 (Formel 29)

aus den allgemeinen Formeln für die gemeins^pien Elemente zweier

Systeme von Punktepaaren (Lit. 54).
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Die Berechnung von Anzahlen durch Ausartungen.

§ 19.

Anzahlen für Gebilde, die ans endlich vielen

Hauptelementen bestehen.

Während wir in den vorhergehenden Abschnitten die fundamen-

talsten Anzahl- Beziehungen entwickelt haben, beschäftigen wir uns

in diesem Abschnitte mit der Auffindung von Ämahlen seihst. Für
die drei Hauptelemente sind die wichtigsten Anzahlen axiomatisch^

und in § 6 für die Aufstellung fundamentaler Formeln verwerthet.

Durch das Princip von der Erhaltung der Anzahl lassen sich ge-

wisse dieser Anzahlen auf die übrigen zurückführen. Man setze

z. B. für den Strahl die folgenden drei Angaben als Axiome voraus:

1. Wenn es einen Punkt giebt, der auf zwei gegebenen Strahlen

liegt, so giebt es auch eine Ebene, welche diese Strahlen enthält,

und umgekehrt.

2. JEs giebt einen Strahl^ welcher zivei gegebene Punkte enthält.

3. Es giebt einen Strahl, welcher in zwei gegebenen Ebenen liegt.

Dami kann man mit Benutzung des Princips von der Erhaltung

der Anzahl den folgenden Schluss ziehen:

„JKs giebt zwei Strahlen j welche vier gegebene Strahlen schneiden.^^

Auf die Grundbedingungen der Hauptelemente lassen sich aber

vermöge des Princips von der Erhaltung der Anzahl oder vermöge
der aus diesem Principe resultirenden Incidenzformeln (II. Abschnitt)

die Grundbedingimgen aller derjenigen Gebilde zurückführen, welche

aus einer endlichen Anzahl von Hauptelementen zusammengesetzt

sind. Deshalb lassen sich auch für solche Gebilde die wichtigsten

Anzahlen leicht bestimmen. So wurde schon in § 9 folgende

Anzahl bei^echnet:
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jfEs gieU drei räumliche n-Eclce, welche jede ihrer n Ecken auf

eine gesehene Ebene werfen und jede ihrer n Seiten durch einen ge-

gebenen Punkt schicken/^

Beispielsweise fügen wir noch die folgende Anzahlbestimmung

hinzu. Ein Gebilde P bestehe aus 5 Strahlen g^y g^y ^3, ^4, ^5, die

in einer und derselben Ebene liegen und zugleich sich in 'einem

und demselben Punkte schneiden. Diesem Gebilde, welches die

Constantenzahl 10 hat, legen wir die 10 -fache Bedingung auf, dass

jeder der fünf Strahlen zwei gegebene Gerade schneiden soll, d. h.

eine Bedingung, welche nach den Festsetzungen des I. Abschnittes

folgendes Symbol hat:

Gemäss der Formel 9 des § 6 köimen wir hierfür auch

schreiben:

{gu-\-gi^ (g2e-\-g2p) (gse+g-sj?} (gu+gAp) {g^e-Vg^i).

Führen wir die angezeigte Multiplication aus, so erhalten wir

eine Summe von 32 Anzahlen, von denen nur diejenigen 20 von

null verschieden sind, deren Symbole 3 mal den Index e und 2 mal

den Index p oder umgekehrt aufweisen. Diese Zahlen sind aber

nach den axiomatischen Anzahlen sämmtlich gleich 1. Es giebt also

20 Gebilde y tvelche die gestellte Bedingimg erfüllen.

§20.

Anzahlen für Kegelschnitte (Lit. 30).

Von denjenigen Gebilden, welche unendlich viele Hauptelemente

enthalten, aber nicht Grundgebilde sind, ist hinsichtlich der Be-

stimmung von Anzahlen am leichtesten zu behandeln der Kegel-

schnitt. Wir fassen denselben gleichzeitig als einstufigen Ort seiner

Punkte, wie auch als einstufigen Ort seiner Tangenten auf Beide

Oerter sind zweiten Grades und haben ihre 00^ Elemente sämmt-

lich in einer und derselben Ebene. Dem Kegelschnitt legen wir

demgemäss zunächst die folgenden drei Bedingungen auf:

1. ft, dass er seine Ebene durch einen gegebenen Punkt schicke,

2. Vj dass er eine gegebene Grade schneide,

3. Q, dass er eine gegebene Ebene berühre.

Durch diese drei Bedingungen und die aus ihnen zusammen-

gesetzten Bedingungen lassen sich beim Kegelschnitt alle| möglichen
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Bedingungen ausdrücken, wie im VI. Abschnitt gezeigt werden soll (cf.

jedoch Lit. 51). Es handelt sich also hauptsächlich darum, diejenigen

Zahlen zu bestimmen, welche angeben, tvieviel Kegelschnitte alle denk-

hären aus fi, v, q zusammengesetzten 8-fachen Bedingungen erfüllen. Die Be-

rechnung dieser Anzahlen gelingt nach der von Ohasles begründeten,

von Zeuthen (Alm. Egensk. v. Syst. af pl. Kurver, Vidensk. Selsk.

[5], IV, p. 287 bis 393) -ausgebildeten Methode (cf. des Verfassers

Abh. in den Math. Ann. Bd. XIII § 31) dadurch, dass man erstens

diese Anzahlen auf diejenigen zurückführt, welche angeben, wieviel

Kegelschnitte alle denkbaren, aus |Lt, v^ q zusammengesetzten 7-fachen

Bedingungen und ausserdem die eine oder die andere von gewissen

zwei invarianten (§ 2) Bedingungen erfüllen, und dass man
zweitens die letztgenannten Anzahlen direct durch die axiomatischen

Anzahlen ausdrücken kami. Um die Natur dieser invarianten Be-

dingungen deutlich zu erkennen, hilden wir den allgemeinen Kegel-

schnitt in folgender Weise homographisch ab (cf § 16, pag. 68).

ILit. 24.]

Wir nehmen in fester. Ebene einen Punkt S als Centrum und
eine Gerade r als Axe der Homographie an und bestimmen das

Bild A! jeden Punktes A der Ebene, indem wir den Strahl SA
ziehen, auf SA den Schnittpunkt Ba mit r aufsuchen und dann auf

dem Strahle SABa den vierten Punkt A! so bestimmen, dass das

Doppelverhältniss

SA SA!

BaA'' BaA!

wird. Construirt man in dieser Weise die Bilder der sämmtlichen

Punkte eines in der festen Ebene liegenden, aber nicht durch S
gehenden Kegelschnitts K, so erhält man alle Punkte der Axe r,

und jeden zweimal gerechnet. Jeder Tangente von K entspricht als

Bild im allgemeinen einzig und allein die Gerade r; nur zu jeder

der beiden Tangenten, welche von S aus an K gehen, erhält man
unendlich viele Bilder, nämlich alle Strahlen des Strahlbüschels,

dessen Scheitel der Schnittpunkt der- Tangente mit r ist. Das so

gewomiene Bild des Kegelschnitts K ist also ein Kegelschnitt mit

folgender Definition:

yßeine PunUe bilden zwei in einen Strahl zusammenfallende Gerade

und seine Tangenten zwei im allgemeinen getrennt liegende Strahl-

hüschel, deren Scheitel aufjener die PunJcte enthaltenden Geraden liegen.^^

Durch diese Definition ist der allgemeinen Kegelschnittdefi-

nition eine Beschränkung hinzugefügt, welche als einfache, dem
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allgemeinen Kegelschnitt auferlegte, invariante Bedingung anzusehen

ist, weil die Constantenzahl 8 dadurch um 1 erniedrigt wird. Wir

bezeichnen diese einfache Bedingung mit rj und jeden Kegelschnitt,

der sie erfüllt, als einen Kegelschnitt i?. Einem Kegelschnitt ent-

spricht feld-dual ein Kegelschnitt d mit folgender Definition:

„Die PunUe eines Kegelschnitts d Ulden ztvei im allgemeinen ver-

schiedene Geraden j seine Tangenten zwei msammenfallende Strahl-

hüschel, deren Scheitel der SchnittpimU der beiden Geraden ist.''

Die einfache Bedingung, welche ein Kegelschnitt dadurch erfüllt,

dass er zu einem Kegelschnitt d wird, bezeichnen wir auch mit d.

Das Erfüllen der invarianten Bedingungen d oder n nennen wir

Ausarten, demg^mäss die Kegelschnitte 8 und rj selbst Ausartungen.

Alle Bedingungen, welche d oder r} als Faktor enthalten, heissen

Ausartungshedingungen und die durch sie bestimmten Anzahlen

Ausartungsanzahlen. Die Möglichkeit der Bestimmung der gesuchten

Kegelschnittanzahlen durch Ausartungsanzahlen beruht nun vor

allem darauf, dass zwischen den drei Bedingungen

einerseits und den beiden Bedingungen

andererseits zwei Gleichungen bestehen. Diese ergeben sich leicht

direct aus dem Chasles'schen Correspondenzprincip oder aus unseren

Coincidenzformeln für das Punktepaar und das Strahlenpaar. Sucht

man nämlich bei einem gegebenen einstufigen Kegelschnittsysteme

erstens in einem gegebenen Strahlbüschel, wieviel Strahlen

zwei Funlde eines und desselben Kegelschnitts enthalten,

zweitens in einem gegebenen Ebenenbüschel, wieviel Ebenen

zwei Tangenten eines und desselben Kegelschnitts enthalten,

so erhält man nach dem Correspondenzprincip:

und

oder

1) 2.v — Q~2^=r]

mid

2) 2.Q-v = d,

woraus folgt:
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Diircli diese Formeln gewinnt man alle Zahlen ^^v^q^^ wo

n-\-r==b ist, aus diesen dann alle Zahlen ft^v^p^, wo n-{-7' = 6 ist,

aus diesen dann alle Zahlen ftv"^^, wo n-\-r=l ist, und endlich

aus diesen dami alle Zahlen v"pr, wo n + r = 8 ist, sobald man

nur alle Zahlen kennt, deren achtfache Bedingung d oder r] als

Faktor enthält, und ausserdem eine siebenfache, aus ft, v, (> zusam-

mengesetzte Bedingung. Die letzgenannten Zahlen aber bestimmen

sich aus den auf Hauptelemente bezüglichen axiomatischen Anzahlen

(§§ 6 und 19) ohne Weiteres. Dabei hat man Folgendes zu beachten

:

„ Wenn die Doppelgerade eines Kegelschnitts r} eine gegebene Gerade

schneidet j so stellt rj 0wei Kegelschnitte vor^ welche die Bedingung v er-

füllen, dass ein Kegelschnitt mit einer gegebenen Geraden einen Punkt

gemein habe^ weil dann die gegebene Gerade mit rj zwei coinddirende

Punicte gemein hat Daraus folgt, dass die Kegelschnittbedingung

Y^yti 2''-mal so gross ist, wie die Bedingung , dass der Kegelschnitt in

ein 7] ausarten soll, dessen Doppelgerade n gegebene Gerade schneidet.

Analog ist die Bedingung öq^ 2''-mal so gross, tvie die Bedingung,

dass der Kegelschnitt in ein d ausarten soll, dessen Doppelscheitel auf

r gegebenen Ebenen liegt."
^

Um die Art der Berechnung der Ausartungsanzahlen zu zeigen,

schicken wir folgende Beispiele voran.

Um rj^iv^Q^ zu berechnen, beachten wir, dass die vier gegebenen

Ebenen der Bedingung q'^ zur Feststellung der beiden Scheitel auf

7^ (cf. die obige Beschreibung von yf) verwendet werden müssen und

auf zweierlei Weise vertheilt werden können, erstens so, dass drei

Ebenen den einen Scheitel feststellen und die vierte Ebene durch

den anderen Scheitel geht; zweitens auch so, dass zwei Ebenen den

einen Scheitel und die beiden anderen Ebenen den anderen Scheitel

enthalten. Die Vertheilung der vier Ebenen zu dreien und einer ist

aber auf 43** Arten möglich, die Vertheilung zu je zweien auf

^.4:2 Arten. Im ersten Falle ist der Scheitel, welcher auf drei der

gegebenen Ebenen liegen soll, eindeutig bestimmt und deshalb

auch die Doppelgerade, welche ihn enthalten und die beiden gege-

benen Geraden der Bedingung v^ schneiden muss. Den zweiten

Scheitel erhält man dann als Schnittpunkt der Doppelgeraden mit

* Genaueres über die Vielfachheit der Ausartungen ist in § 21 abgeleitet.

** Hier und an vielen anderen Stellen bedeutet wie üblich 7ip (gelesen

n(n — l){n — 2) ... {n—p-\-l)
„n je p^^) die Zahl ^ » 3

~
» welche angiebt, auf wie

vielfache Weise man von n Dingen je p herausgreifen kann.
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der vierten Ebene. Die Ebene des Kegelsclinitts rj ergiebt sich

endlich durch Verbindung der Doppelgeraden mit dem Punkte der

Bedingung ^. Im zweiten Falle muss die Doppelgerade von rj die

beiden gegebenen Geraden der Bedingung v^, dann aber auch die

beiden Schnittgeraden der beiden Ebenenpaare schneiden, welche

aus den vier Ebenen gebildet sind. Nun giebt es aber 2wei Gerade,

welche vier gegebene Gerade schneiden. Es werden also im zweiten

Falle immer zwei Kegelschnitte rj festgestellt. Jedes der so im ersten

oder im zweiten Falle construirten Gebilde ist dann noch 2^ -fach

zu rechnen, weil eine Doppelgerside zwei gegebene Gerade schneidet.

Man erhält also:

^ftrV*= 2^(43.1 + i.4,.2) = 40.

Um d^^v^Q^ zu berechnen, vertheilen wir die drei gegebenen

Geraden so, dass zwei für die eine Gerade von ö und die dritte

für die andere Gerade von d verwandt werden. Dann ist diejenige

Gerade von d , welche zwei der gegebenen Geraden schneiden soll,

zweideutig bestimmt, weil sie ausserdem noch den Verbindungs-

strahl der beiden Punkte von ^^ und die Schnittaxe der beiden

Ebenen von q»^ zu schneiden hat. Wir erhalten also:

Um dv^Q zu berechnen, beachte man, dass erstens eine Ver-

theilung der sechs gegebenen Geraden zu vier und zwei, zweitens eine

Vertheilung zu drei und drei möglich ist^ und dass ferner die Be-

dingung, eine Gerade soll drei gegebene Gerade schneiden, doppelt

so gross ist, als die Bedingung, sie soll in einem gegebenen Strahl-

büschel liegen. Man erhält also:

d>V = 2^(64.2 + i. 63.2.2) = 140.

Wir stellen nun alle Ausartungsanzahlen, die zur Berechnung

der Kegelschnittanzahlen ^rnyn^i-m~n ^öthig sind, tabellarisch

zusammen.

Tabelle der Ausartungsanzahlen ^ja^vw^?—m— « und tj^i^v^q'^—''^^-

ö^^v"^ =3,

ö^'q^ =0,

rj^^v^

rj^^v^Q =

rHi^vQ^ = 6

71^^ Q^ =3

dfi^^^ =20, Ti^^v-' =0
dli'v^Q =34, riii'v^Q =0

ö^'v'q'=S, i?^2^V-'=24

d^^VQ^ =0, TJ^^VQ^ =20
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d^v'' =70,
d^v'^Q = 100,

d^vQ'' =0,

rj^v^ =Q
Tj^V^Q =0
7J^V^Q^^32

40

20

ö^q' =0, ^ft/' =10

dv' =140,
dv«() =140,

^a/V' =24,
d7/()^ =0,
dv'^Q'' =0,
di.(>^ =0,

V =0,

7jV' =
=
=
=
=
=
=
=

Um aus diesen Ausartungsanzahlen die Kegelschnittanzalilen

zu berechnen, haben wir die Formeln 3 und 4 mit allen mög-

lichen, aus ^T V, Q zusammengesetzten 7 -fachen Bedingungen zu

multipliciren. Dann sind immer die Zahlenwerthe der Symbole

der rechten Seiten bekannt, sobald man mit den ft^ enthaltenden

Symbolen anfängt, dann erst die ^^ enthaltenden Symbole nimmt,

und so fort. So erhält man nach einander die in der folgenden

Tabelle zusammengestellten Zahlen, und zwar alle diejenigen 2 mal,

welche sowohl v als q zum Faktor haben.

Tabelle der Kegelschnittzahlen ^m^n^s—m— n.

^'v^ = 1
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Nocli andere Bedingungen sind, schon in § 16 (pag. 74) ver-

mittelst des Princips von der Erhaltung der Anzahl durch ^^ v, q

ausgedrückt. Dort erhielten wir nämlich erstens für die Bedingung x^

dass der Kegelschnitt eine Ebene in einem Punkte einer auf ihr

gegebenen Gerade berühre,

zweitens für die Bedingung y^ dass der Kegelschnitt eine Ebene in

einem auf ihr gegebenen Punkte berühre,

und drittens für die Bedingung z^ dass der Kegelschnitt eine ge-

gebene Gerade in einem gegebenen Punkte berühre,

Hierzu treten noch viele Bedingungen, welche sich vermöge

der Incidenzformeln durch x oder y oder Zy also auch schliesslich

du.rch ^, V, Q ausdrücken lassen; z. B. ergiebt sich für die zweifache

Bedingung: ein Kegelschnitt soll eine Gerade so schneiden, dass

die Tangente des Schnittpunktes eine gegebene Gerade schneide,

zunächst P-4-r

und daraus , , ^ 2

Von denjenigen Kegelschnittanzahlen, welche sich durch die

angeführten Gleichungen aus den Zahlen der obigen Tabelle ohne

Weiteres ergeben, stellen wir einige in der folgenden Tabelle zu-

sammen, mit Benutzung der eben gebrauchten Bedingungssymbole.

Tabelle sonstiger Kegelschnittanzahlen.

Pi;« =18
Fv'^Q =24
Pa/*^2_28

Pi/V^ = 24

FvQ^ =8
P^« =4

F^v^ =6
P^y^^ = 10

FiivQ^ =12
F^q"* =6

P^i/^ =4
F^'v^Q =6
P2i/V' = 8

F^vQ^ =8
F^Q^ = 8

Tv'' = 12

Tv^Q =20

TvQ^ =4
T^^ = 2

xv^'
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Mit Hilfe der obigen Kegelsclinittaiizalilen ^^yn^s—m—n .^j^ann

man, wie erst in § 38 allgemein bewiesen wird, alle auf Kegel-

schnitte bezüglichen Anzahlen ausdrücken (Lit. 51). Beispielsweise be-

stimmen wir die Zahl iV derjenigen Kegelschnitte, welche, in fester

Ebene liegend, fünf in derselben Ebene liegende Kegelschnitte be-

rühren. Diese Zahl ergiebt sich § 14 Nr. 1 in folgender Weise:

^^ (21^ + 2^)^= 2^(1 + 5i. 2 + 5,. 44-03. 4 + 5,. 2 + 1)

= 32 . 102 = 3264 (Lit. 31).

Durch duale üebertragung aller Betrachtungen dieses Para-

graphen erhält man analoge Resultate für den Kegel zweiten Grades.

§ 21.

Die Cliasles - Zeutlieii'sche Eeduction (Lit. 32).

Die im vorigen Paragraphen für Kegelschnitte benutzte Chasles-

Zeuthen'sche Methode zur Bestimmung der Anzahlen, welche angeben,

wieviel Gebilde gegebene Bedingungen erfüllen, besteht wesentlich

in der Aufstellung von Formeln, welche die gesuchten, einem

Gebilde F zukommenden Anzahlen durch Vcrmittelung der ausge-

arteten Gebilde F auf Anzahlen zurückführen, die andern einfachc-

reyi Gebilden von Ideinerer Constantenzald zugehören ^ und deshalb bei

einem systematischen Gange der Untersuchungen als belmnnt voraus-

gesetzt werden dürfen. Die Formeln zwischen den Ausartungs-

bedingungen einerseits und den übrigen Bedingungen andererseits

erhält man immer leicht durch Anwendung der Coincidenzformeln

oder des Princips von der Erhaltung der Anzahl. Aufschlüsse über

die Gestalt der Ausartungen und über die Art und Weise, wie

dieselben gegebene Bedingungen zu erfüllen vermögen, erhält man
erstens dadurch , dass man die analytisch - geometrischen Dar-

stellungen des Gebildes discutirt, zweitens dadurch, dass man die-

selben, wie dies in § 20 geschehen ist, aus dem allgemeinen Gebilde

durch gewisse homographische Abbildungen erzeugt, drittens auch

dadurch, dass man bei Bestimmung einer und derselben Zahl auf

verschiedenen Wegen die Mittel in der Hand hat, um Rückschlüsse

über die Eigenschaften der benutzten Ausartungen zu machen.

Wir setzen nun voraus, man habe für ein einstufiges System

von Gebilden F hinreichend viele Gleichungen abgeleitet, um die

Bedingung z durch die Ausartimgsbedingungen

«j, «2? ^3? •••

Schubert, Kalkül der abzäblendeu Geometrie. 7
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allein darzustellen. Bezeichnet dann y die definirende Bedingung

des Systems, so lässt sich die Zahl der Gebilde, welche die

zusammengesetzte Bedingung yz erfüllen, ausrechnen, sobald man

nur die Ausartungsanzahlen

2/«l; 2/«2? 2/«3; •• •

ZU berechnen vermag. Wir haben daher vor allem zu erörtern,

was bei der Berechnung der Ausartungsanzahlen im allgemeinen

beachtet werden muss. Die Ausartungen eines Gebildes F
o-enügen einerseits vollkommen der Definition von F, nur dass zu

dieser Definition noch eine die Constantenzahl um 1 verringernde

Bestimmung hinzutritt. Andererseits aber können die Ausartungen

doch immer wegen der auf ihnen vorhandenen neuen Coincidenzen

oder des bei ihnen stattfindenden Zerfallens von Oertern so aufge-

fasst werden, als ob sie aus einfacheren Gebilden mit kleinerer

Constantenzahl zusammengesetzt wären. Diese letzteren oder jede

beliebige aus ihnen gebildete Gruppe \follen wir Theilgehilde der

Ausartungen nemien. So erkamiten wir in § 20 als Theilgehilde

der Ausartungen des Kegelschnitts die drei Hauptelemente; in den

folgenden Paragraphen werden wir ferner erkennen als Theilgehilde

der Ausartungen

1. der cubischen Plancurve mit Spitze, die Hauptelemente und

den Kegelschnitt (§ 23);

2. der cubischen Plancurve mit Doppelpunkt, dieselben. Theil-

gehilde wie bei 1. und dazu noch die cubische Plancurve mit

Spitze (§ 24);

3. der cubischen Plancurve sechsten Ranges, dieselben wie bei

2. und die cubische Plancurve mit Doppelpunkt;

4. der cubischen Baumcurve, dieselben wie bei 3. und ausserdem

die den Plancurven dual entsprechenden Kegel (§ 25);

5. der Fläche zweiten Grades, die Hauptelemente, den Kegel-

schnitt und den Kegel zweiten Grades (§ 22);

6. der linearen Congruenz, d. h. der Congruenz vom Feldrang

1 und vom Bündelrang 1, die drei Hauptelemente und die Congruenz

mit unendlich nahen, erzeugenden Axen (§ 27).

Soll eine gewisse Bedingung s durch eine Ausartung a erfüllt

werden, so muss man im allgemeinen annehmen, dass a dies sowohl

dadurch vermag, dass ein a angehöriges Theilgehilde die Bedingung

F.^ erfüllt, wie auch dadurch, dass dasselbe oder ein anderes Theil-

gehilde die Bedingung ^^ erfüllt und so fort. Man hat also dann:

az = az^ -f az^ + c<.z., + . . •
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Berücksiclitigt man dieses für jede Einzelbedingimg^ welche in

einer a zugeschriebenen Bedingung y steckt, so erhält man
schliesslich ay als eine Summe von Anzahlen, deren jede von

gewissen, als bekaimt vorauszusetzenden Anzahlen der TheilgehiJde

abhängt. Dadurch reducirt sich die Bestimmung der Ausartungs-

anzahlen auf die Bestimmung gewisser Anzahlen der auf den Aus-

artungen liegenden Theilgebilde. Zur Erläuterung einer solchen

Reduction diene das folgende Beispiel.

Wie in § 25 gezeigt werden soll, besitzt die cubische Raum-
curve eine Ausartung co von folgender Beschaffenheit. Die Punkte

von 05 bilden einen Kegelschnitt und eine Gerade N, welche diesen

Kegelschnitt in einem Punkte R schneidet, der Tangentenort von

CO wird durch die Tangenten jenes Kegelschnitts ' und durch die

Strahlen zweier zusammenfallender Strahlbüschel gebildet, deren

Scheitel R ist und deren Ebene durch N geht, dabei aber den

Kegelschnitt berührt. Aus dieser Beschreibung folgt, dass die Be-

dingung 1/, die Raumcurve soll eine gegebene Gerade schneiden,

sich für die co spaltet und zwar in die Bedingung *^, dass die cj

ihren Kegelschnitt die gegebene Gerade schneiden lässt, und in die

Bedingung N, dass die a ihre Gerade N die gegebene Gerade

schneiden lässt. Daher ist:

V(D = 0tCO -\- Ncj.

Ferner folgt aus jener Beschreibung, dass auch die Bedingung

Q, die Raumcurve soll eine gegebene Ebene berühren, ^sich für C3

spaltet, und zwar in die Bedingung r, dass der Kegelschnitt die

gegebene Ebene berühre, in die Bedingung S, dass der eine der

beiden oben erwähnten msammenfallenden Strahlbüsehel einen in der

gegebenen Ebene liegenden Strahl enthalte, und in die Bedingung S',

dass der andere der beiden msammenfallenden Strahlbüsehel einen in

der gegebenen Ebene liegenden Strahl enthalte. Jede der beiden Be-

dingungen S und S' ist aber ersetzbar durch die Bedingung R, dass

der PunJct R auf der gegebenen Ebene liege.

Also ist:

Qcy = rG)-{-Rc3-\-RG) = rG)-{-2RG}.

Durch symbolische Multiplication erhält man aus dieser und

der vorigen Formel alle Ausartungssymbole von der Form
copf^Q^^-a als Functionen der Symbole con''}-^ N'^R^^—^-'^-^, und

damit die Berechnung der Ausartungszahlen co zurückgeführt auf

Anzahlen, die sich auf die Theilgebilde von co, den Kegelschnitt

und die drei Hauptelemente beziehen. Speciell ist:

7*
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und hieraus erhält man nach symbolischer Anwendung des binomischen

Satzes und nach Weglassung aller Symbole, die gleich null sind,

ov'^Q = o[10^. N^'n' (2E)]

+ o [10^. N'n'lr + 2 R)]

-^ CO [10^. N^n'lr-V 2 R)].

Jedes der hier vorkommenden fünf Symbole lässt sich imn

leicht durch die in § 20 (pag. 95 u. 96) berechneten, dem Kegelschnitt

und dem Strahle angehörigen Anzahlen ausdrücken. Es ist nämlich

:

(on''N'B^^2.2,

an'rN^ =2.116.2,
«w^i^A^3 = 2.92,

(on^rN^ =2.116,
a3W«i^A'* = 2.18,

wo die fettgedruckten Zahlen 92, 116, 18 angeben, wieviel Kegel-

schnitte bezüglich

8 gegebene Gerade schneiden,

7 gegebene Gerade schneiden und eine gegebene Ebene be-

rühren,

6 gegebene Gerade schneiden und durch einen gegebenen

Punkt gehen.

Durch Substitution dieser Anzahlen erhält man schliesslich:

a3i/i>= 180240.

In dem eben besprochenen Beispiele konnten wir 27?C3 statt

Sco-\-S'a setzen, weil wegen der Coincidenz der beiden Strahl-

büschel die Bedingungen S und S' für C3 identisch waren. Analog

kann man bei allen solchen Coincidenzen verfahren und demnach

folgenden Satz aussprechen:

„Wemi auf einer Ausartung a eines Gebildes F n Theilgebilde

^1? ^2? ^3T'-^n in dem Gebilde ,e vereinigt zu denken sind, so ist die

r zugeschriebene Bedingung, dass irgend eines dieser w Theilgebilde

eine gewisse Bedingung z erfüllen soll, für die Ausartung gleich

dem >^-fachen der Bedingung, dass das Gebilde e dieselbe Bedingung

erfüllen soll."

Es m()gen z. B. auf einer Ausartung a einer Plancurve w**^^ Ord-

nung die Punkte n zusammenfallende Gerade bilden, es möge v

die Bedingung bedeuten, dass die Plancurve eine gegebene Gerade

schneiden soll, und g die Bedingung bezeichnen, welche a dadurch
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erfüllt, dass der die n Geraden in sich vereinigende Strtihl ^^ipe-, ;

gegebene Gerade schneidet. Dann ist:
',/-''-' ^

also auch: ,..,.'.

v^a = n^.g^ay v^a^Oy u. s. f.

Um bei der Beschreibung der Ausartungen der Plancurven,

Raumcurven und Flächen eine kurze Ausdrucksweise zu ermöglichen,

führen wir einige Termini ein, welche sich an die Festsetzungen

anlehnen, die in § 4 (pag. 18) über den Gebrauch der Wörter

Ordnung, Hang ^ Klasse

gegeben sind. Wir wollen nämlich bei ausgearteten Plancurven

und Raumcurven die Theilgebilde des Orts der Punkte Ordnimgs-

curven, die Theilgebilde des Orts der Tangenten Rangcurven nennen.

Ferner sollen bei einer Fläche die Theilgebilde des Orts der Punkte

Ordmingsflächen, die Theilgebilde des Orts der Tangenten Raoig-

flächen und die Theilgebilde des Orts der Tangentialebenen Klassen-

flächen heissen. Endlich nennen wir bei ausgearteten Raumcurven

die Theilgebilde des Orts der Schmiegungsebenen Klassencurven.

Sind die Curven ersten Grades, so bezeichnen wir sie bezüglich mit

den Namen
Ordnungsgeraden, Ranghüschel, Klassenaxen.

Sind die Flächen ersten Grades, so gebrauchen wir die Ausdrücke:

Ordnungsebenen, Rangaxen, Klassenpunkte.

Der Scheitel eines Rangbüschels soll RangpunU, seine Ebene

Rangehme heissen. Bei einer Plancurve fällt jede Rangebene

natürlich mit der Ebene der Curve zusammen und man wird also

dann, ohne Irrthum zu veranlassen, statt Rangbüschel auch nur

Rangpunlct sagen dürfen (sommet bei Chasles und Zeuthen). Z. B.

kann man mit Hilfe dieser Termini die beiden in § 20 (pag. 91)

erzeugten Kegelschnittausartungen rj und d kurz so beschreiben:

„Ein Kegelschnitt yj hesteht aus einer doppelten Ordnungsgeraden,

auf welcher zwei einfache RangpunJcte liegen/'

„Ein Kegelschnitt d hesteht aus zwei einfachen Ordnungsgeraden,

ivelche sich in einem doppelten RangpunJcte schneiden.^'

.

Aus dem oben abgeleiteten Satze über die Vielfachheit der

Ausartungen resultiren gewisse speciellere Sätze, welche bei den

Berechnungen vorzugsweise zur Anwendung gelangen und welche

sich jetzt kurz so aussprechen lassen:
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"

'\
^ '^-^^im Ausartung ist r^-fach zu rechnen:

* *'
' ä) wemi sie eine r- fache Ordnungsgerade hat nnd diese s ge-

7 1 o \\ ^ebene Gerade schneidet oder durch s gegebene Punkte geht,

b) wenn sie eine r- fache Klassenaxe hat und^diese s gegebene

Gerade schneidet oder in s gegebenen Ebenen liegt,

c) weim sie einen r- fachen Rangpuiikt hat und durch diesen

s gegebene Ebenen gehen,

d) wenn sie eine r- fache Rangebene hat und auf dieser s ge-

gebene Punkte liegen,

e) wenn sie einen r- fachen Rangbüschel hat und in diesem s

gegebene Tangenten liegen,

f) wenn sie eine r- fache Ordnungsebene hat und auf dieser

s gegebene Punkte liegen,

g) weim sie einen r- fachen Klassenpunkt hat und durch diesen

s gegebene Tangentialebenen gehen,

h) weim sie eine r- fache Rangaxe hat und diese von s ge-

gebenen Tangenten geschnitten wird.

Anzahlen für Flächen zweiten Grades (Lit. 33).

Die Fläche zweiten Grades F.^ haben wir in § 16 rücksichtlich

der Bedingungen behandelt, welche sich auf die beiden in ihr

liegenden Ilegelschaaren beziehen; dort haben wir auch ihre drei

Ausartungen (py %, t^ durch homographische Abbildung erzeugt.

Mit Hilfe der in § 21 erklärten Terminologie lassen sich diese Aus-

artungen kurz so beschreiben:

,yEinc Fläclie cp hcsteJit aus einer doppelten Ordnungsebene ^ auf

iveleher ein einfaeher RangJccgelschnitt liegt, der zugleich ein einfacher

Klassenlicgelschnitt ist.^'

jjEine Fläche % besteht aus einem einfachen Ordnungslcegel zweiten

Grades, der zugleich ein einfacher Ranghegel ist und dessen Spitze ein

doppelter KlassenpunU ist."

„Eine Fläche ip besteht aus zivei einfachen Ordnungsebenen, deren

Schnittaxe doppelte Eangaxe ist und zwei einfache Klasscnpunhte

enthält"

Die einfachen Bedingungen, welche eine F^ dadurch erfüllt,

dass sie zu einer Fläche cp, Xj ip wird, bezeichnen wir beziehungs-

weise mit denselben Symbolen cp, %, i\},- Zwischen den drei Be-

dingungen 9, i, ip und den drei Bedingungen:
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^, dass die F^ einen gegebenen Punkt enthalte

^

Qj dass sie eine gegebene Ebene berühre
j

Vj dass sie eine gegebene Gerade berühre

^

besteheu drei Gleicliungen, welche schon in § 16 aus dem Cliasles-

schen Correspondenzprincip abgeleitet sind^ und welche lauten

wie folgt:

1) 2.^ — v = (p,

2) 2.Q-V = Xy

3) 2 ,v — ii~ Q = t.

Ana diesen drei Gleichungen folgt:

4) ^ = {.Cd.cp + x-^'^-t),

5) ? = l.(9^ + 3.;t + 2.^),

6) v=^{.(2.cp + 2.x + 4:.t).

Wir köimen daher mit vielen Bestätigungen die Zahlenwerthe

aller neunfachen, aus ^i, v, q zusamengesetzten Bedingungen be-

rechnen, wenn wir die Zahlenwerthe derjenigen Bedingungen ken-

nen, welche (p, % oder ^ und ausserdem eine achtfache, aus ft, v, q

zusammengesetzte Bedingung zu Faktoren haben. Die Zahlen

(pli'''v''Q^~^~'^ sind aber als bekannt anzusehen, weil eine Fläche cp

einen Kegelschnitt und Hauptelemente zu Theilgcbilden (cf. § 21, pag. 1)8)

hat und die darauf bezüglichen Anzahlen aus §§19 und 20 hervor-

gehen. Die Zahlen x^''"'v''q^
-'"'-'' sind nach dem Princip der Du-

alität mit den Zahlen gj^^-m-n^n^m identisch, können also gleich-

falls als bekannt angesehen werden. Endlich können auch die

Zahlen i^ft'^v"^^
""'""'' leicht berechnet werden, weil eine Fläche -ip

nur Hauptelemente zu Theilgcbilden hat. Einige Beispiele werden

ausreichen, um die Berechnung der Ausartungsanzahlen zu zeigen.

1. Um die Zahl cp^v^Q zu berechnen, beachten wir, dass ge-

mäss der Beschreibung von g) der Kegelschnitt von cp seine Ebene

durch den Punkt der Bedingung ^ schicken muss, die sechs Geraden

der Bedingung v^ schneiden und die Ebene der Bedingung q be-

rühren muss. Nun giebt es aber nach den Tabellen des § 20 52

Kegelschnitte, welche ihre Ebene durch einen gegebenen Punkt

schicken, sechs gegebene Gerade schneiden und eine gegebene Ebene

berühren. Diese Zahl ist dann noch mit 2^ zu multipliciren, weil

eine doppelte Ordnungsebene durch emen gegebenen Punkt geht

(Satz am Schluss von § 21). Also ist

(p iiv^ Q = 104:.

2. Ebenso ist cp^^v^Q^ 2^ mal so gross, als die Zahl der Kegel-

schnitte, welche ihre Ebene durch zwei gegebene Punkte schicken,
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und dabei drei gegebene Gerade sclineiden, sowie drei gegebene

Ebenen berühren. Also ist

9)^2^3^3_22.24 = 96.

3. Um il}ii^v^Q^ zu berechnen, vertheilen wir die vier Punkte

der Bedingung ft^ erstens so, dass zwei Punkte auf die eine Ord-

nungsebene und zwei Punkte auf die andere fallen, zweitens auch

so, dass drei Punkte auf die eine Ordnungsebene fallen und ein

Punkt auf die andere Ordnungsebene fällt. Im ersten Falle muss

die doppelte Rangaxe von il) vier Gerade schneiden, nämlich die

beiden Geraden der Bedingung v"^ und die beiden Verbindungs-

geraden der auf der nämlichen Ordnungsebene liegenden. Punkte.

Im zweiten Falle ist die eine Ordnungsebene durch die drei auf

sie fallenden Punkte bestimmt, und auf ihr bestimmen die beiden

Geraden der Bedingung v^ die doppelte Rangaxe. In beiden Fällen

schneiden endlich die beiden Ebenen der Bedingung q^ die doppelte

Rangaxe in den beiden Klassenpunkten. Es ergiebt sich also

Die folgende Tabelle enthält nun die numerischen Werthe der

sämmtlichen Ausartungssymbole

9^"» V« ()«-"'- ", X^^'V'Q^ ~ vj 1//"' v'"' o — "*—

^

und zwar so, dass immer die sich dual entsprechenden Symbole die

zugehörige Anzahl einschliessen.

Tabelle von Ausartungsanzahlen der Fläche zweiten Grades.

g)/^« =
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(pV^ll^Q

= 8

56

g^i^V" =32= ;t^V'

(pv^^Q =104

•*-^-^-96==x^yQ'

IV^^iQ

cpv^^ =68= %v^()

(pv =92= Z^

(pv^Q^ = 64= ;^v'^fi.*

gj 1/^ ft ^^= 144=
;t

1/^ fi^ ^

^2,5^3 _.io4= xi^V^

qp v"^ f6
()'^= 152= ;t

v^ ft^ ^

(pi/''^)'-^ =128= ;t^^V

qpi/^^) =116= ;^v^l«

^V^^^Q^= 48= xpv^ii^Q^

i^v'^^* = 0=t/'i^^(>*

xIjv^^q = = ^i'^ft9

Aus diesen Aiisartungsanzalilen ergeben sich die 55 Zahlen
^/M^n^ü— wi— w Jurch die Formeln 4, 5 und 6, und zwar erhält man
jede dieser Zahlen so oft, als unter den drei Exponenten w, n,

9 — m — ^ von null verschiedene sind. Diese 55 Zahlen, welche

Elementarzahlen der i^g lieissen, sind in der folgenden Tabelle

zusammengestellt.

Tabelle der Anzahlen fimvn Q'3 —m—n für die Fläche zweiten Grades.

^' = q''
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Grades aus den obigen Zahlen durcli die in § 14 Nr. 3 (pag. 54)

allgemein bewiesene Formel:

Danach ergiebt sich, da h= r = m = 2 ist:

N=(2^ + 2v-^'2 Qf = 2"
(i^ + 1^ + Qf

Setzt man für die rechts auftretenden Symbole die oben be-

rechneten Werthe ein, so erhält man schliesslich

N= 666841088.

§ 23.

Anzahlen liir cubisdie Tlancurven mit Spitze (Lit. 34).

l^ei der cubischen Plancurve mit Spitze C/, welche die Con-

stantenzahl 3 + 7 hat, bezeichnen wir, analog wie beim Kegelschnitt

in § 20:

mit ft die Bedingung, dass ihre Ebene durch einen gegel)enen

Punkt gehen soll,

mit V die Bedingung, dass sie eine gegebene Gerade schnei-

den soll,

mit Q die Bedingung, dass sie eine gegebene Eigene be-

rühren soll.

Die Symbole der auf die singulären Punkte und Tangenten be-

züglichen Grundbedingungen erhalten wir nach den Bezeichnungs-

regeln des § 2, indem wir festsetzen,, dass bei der Og^ bezeichnet

werden soll:

mit c ihre Spitze
^

mit V ihr Wende2mn1ä,

mit ij der SchnittpunU von Wendetangente undBüehhehrtungente,

mit w ihre Wendetangente
^

mit q ihre RüclclteJtrtangente

,

mit der VerhindungsstraJd von Spitze und Wendepunlt

Die eben genannten drei Punkte und drei Strahlen bilden die

Ecken und Seiten eines Dreiecks, welches wir Singidaritätendreiech

nennen wollen. Vermöge der Incidenzformeln lassen sich nun durch

fi, v^ Q mehrere Bedingungen ausdrücken, welche sich auf den Punkt-

ort und den Tangentenort beziehen, z. B. die Bedingung P, dass

die C^' durch einen gegebenen Punkt gehen soll, und die Bedingung

• T, dass sie eine gegebene Gerade berühren solh Es ist nämlich

(§ 12 Nr. 8 und 9, pag. 40):
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Ferner lassen sich durch

^, c, c% V, v^, y, y\ tv, tVe, q, qe, Z, Se

alle sonstigen Grundbedingungen des Singuhiritätendreiecks aus-

drücken, z. B. (§ 12, pag. 39):

qs^iiqe-i^\

Wir stellen uns daher das Problem, alle diejenigen zehnlachen

Symbole numerisch zu bestimmen, welche aus den Potenzen von

fij Vf Q und aus den Bedingungen

c, c% V, v\ y, ?/2, lü^ tVe, q, qe, s, Se

zusammengesetzt sind. Wir setzen daher in diesem Paragraphen

immer nur Systeme voraus, deren definirende Bedingung aus

solchen Bedingungen zusammengesetzt ist. Die gesuchten Zahlen

sind dann übrigens immer noch durch Gleichungen mit einander

verbunden, die sich aus der Incidenzformel I (§ 7) ergeben. Es
ist nämlich:

cq^c^-^qe,

VW = V^ -\-tVej

ytü^y^-\-Wey

yq=y^ + qe'

Um nun Formeln erster Dimension zu gewinnen, welche die

gesuchten Zahlen durch Ausartmigsanzahlen ausdrücken, setzen wir

ein einstufiges System von Curven C^^ voraus und betrachten die

in demselben liegenden Systeme derjenigen einer und derselben

Curve zugehörigen Hauptelementenpaare, welche in der folgenden

Tabelle zusammengestellt sind. Die jedem Paare nachgesetzte

römische Nummer bezeichnet die Skife des Systems, welches von

dem Paare in einem einstufigen Curvensysteme erzeugt wird.

Tabelle der 25 Paare.

1) Punkt c und Punkt ^,1.
• 2) Strahl i& und Strahl q, I.

3) V und y, I.
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4) g lind Zy L

5) 2/ i^in<i c, I.

6) z und «<;, I.

7) c und ein Curvenpunkt, II.

8) w und eine Tangente, IL

9) V und ein Curvenpunkt, II.

10) cj und eine Tangente, II.

11) y und ein Curvenpunkt, II.

12) ^ und eine Tangente, IL

13) Ein Curvenpunkt und der einfache Schnittpunkt der in ihm

berührenden Tangente, IL

14) Eine Tangente und die von ihrem Berührungspunkt aus-

gehende andere Tangente, IL

15) Zwei Curvenpunkte, IIL

16) Zwei Tangenten, IIL

17) c und eine Tangente, IL

18) tv und ein Curvenpunkt, IL

19) V und eine Tangente, IL

20) q und ein Curvenpunkt, IL

21) 2/ nnd eine Tangente, IL

22) z und ein Curvenpunkt, IL

23) c und Wj I.

24) V und qy 1.

25) y und 0, I.

Die ersten 22 der hier aufgezählten Paare sind so beschaffen,

dass jedes mit einer geraden Nummer versehene dem vorangehenden

feld-dual entspricht. Die drei letzten Paare dagegen entsprechen

sich seihst feld-dual. Feld-dual soll nämlich gemäss der in § 2

eingeführten Terminologie der Grundgebilde diejenige duale Ver-

wandtschaft heissen, welche in einer Ebene zwischen ihrem Punkt-

felde und ihrem Strahlenfelde besteht.

Auf jedes der von diesen 25 Paaren erzeugten Systeme soll

eine der im IIL Abschnitte abgeleiteten Coincidenzformeln ange-

wandt werden und zwar

die Formel 1 des § 13 auf 1, 3, 5;

„ „ 2 „ § 13 „ 7, 9, 11, 13;

„ „ 4 „ § 13 „ 15;
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die Formel 21 des § 15 auf 2, 4, 6;

„ 39 „ § 15 „ 8, 10, 12, 14;

„ „ 41 „ § 15 „ 16;

„ „ 14 „ § 17 „ 23, 24, 25;

„ „ 16 „ § 17 „ 17, 19, 21;

„ „ 15 „ § 17 „ 18, 20, 22.

Natürlich würde auch in jedem der 25 Fälle eine ein- oder mehr-

malige Anwendung des urs2>rünglichen Chasles'schen Correspondenz-

princips zum Ziele führen. Doch wären dann in. jedem einzelnen

Falle immer wieder die geometrischen üeberlegungen nothwendig,

welche im III. Abschnitt bei der Ableitung der allgemeinen Co-

incidenzformeln ein für alle mal gemacht sind. Wir lassen nun die

25 Formeln folgen, welche aus den eben besprochenen Anwen-

dungen resultiren. Dabei ist die Zahl der Coincidenzen immer

rechts vom Gleichheitszeichen geschrieben. Von den in die For-

meln eintretenden Ausartungsbedingungen ist durch die Arbeiten der

Herren Maillard (Doctordissertation 1871) und Zeuthen (Comptes

rendus tome 74 [Lit. 34]) die Bedingung bekannt, welche ausspricht, dass

die Cg^ in einen Kegelschnitt und eine ihn berührende Gerade zer-

fallen soll. Eine solche C^ bezeichnen wir mit a und ebenso die

einfache Bedingung, dass die C^^ zu einer Curve a ausarten soll.

Die Ausartung a lässt sich mit Hilfe der in § 20 eingeführten

Termini kurz so beschreiben:

„(? hat einen in der Ebene ^ hefmdlieJien Ordnungskegelschnitt A',

der zugleich Bangkegelschnitt ist und von einer einfachen Ordmtngs-

geraden a in einem einfachen BangimnMe d berührt wird. Die Spitze,

der Wendepunkt und der Schnittpunkt von Wendetangmite und Fdick-

kehrtangente fallen in den Bangpunkt d, die Wendetangente, Bück-

kehrtangente und der Verbindungsstrahl von Spitze und Wendepunkt

fallen in die Ordnungsgerade a."

Die Ausartung ö ist die einzige Ausartung der C^^, welche

durch eine neunfache, bloss aus ft, v^ q zusammengesetzte Bedin-

gung bestimmbar ist. Die Bedingung 6 führen wir sofort in die

25 Formeln ein; die Zahl aller übrigen in jede der Formeln ein-

tretenden Ausartungen bezeichnen wir vorläufig mit «/, wo i die

Nummer der Formel ist. Jede Zahl «; heisst der singidäre Defect

derjenigen Formel, welche die Nummer i trägt. Bei Voraussetzung

eines einstufigen Systems, dessen definirende Bedingung nur fi, v, q

enthält, ist jeder singulare Defect gleich null.
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Tabelle der 25 Formeln.

1) c-\-v —z =(j + a^j

2) w + q --y — ^^a-\-a.^j

3) v-{-y—w =a-\-cc^,

4) q-\-z —c—^ = a-{-cc^y

5) y + c —q =ai-ar,y

6) ^ -^ w — V — ^ = ö -\- a^.^^

7) 1/+ c — fi = 2g +«7,

8) Q-\-w — fi- = 2v +«8?

9) l/ + 2t;--2fA = ^(; +2(? + a.„

10) ()4-2^-2iu,= c +2(7 + «io,

11) v + 3«/ — 3|Lt = 4(7 +«11,

12) 9 + 3;^ -3i[i = 4(?+«i2;

13) 2v+ () -3^ = 2^ + «^ +«13,

14) 2q-\- V -3f. = 2«;+ c + a,,,

15) 2v+ 2i^ — G|[i= () +3c +«15,

16) 2^+2^ = V +3w + cc^f.,,

17) 3c+ ^ =3g+ ö +«17,

18) 3?^+ V -^^ = 3v+ ö +«1,^,

19) 3^+9 =3iv+ 6 +«1,,

20) 3g + i; -3^ = 3c+ a +«^0,

21) 3^+9 =2iv+ q +(? + «2i,

22) 3^+ 1/ -3^ = 2c + ?; +(> + «,2,

23) c-\- w — ^ =2(? + «23,

24) .
v+ g — ft =2(?+«24,

25) y+ z - ^ =20 +«25.

Hier bedeutet also z. 13. «i die Zahl aller derjenigen in dem

gegebenen einstufigen Systeme noch ausser ö vorhandenen, hin-

länglich oft gezählten Ausartungen, bei denen Spitze und Wende-

punkt zusammenfallen, «jg die Zahl aller derjenigen, welche eine

Tangente durch eine gegebene Gerade so schicken, dass ihr Be-

rührungspunkt mit ihrem einfachen Schnittpunkte zusammenfällt.

Aus den 25 Formeln der obigen Tabelle erhält man auf mehr-

fache Weise jede der sieben Zahlen

2(?, 3c, 6v, 3?/, 3^(;, 6g, 3^

als eine Function von ft, v, q, welche um eine Function der Zahlen

a vermindert ist. So gewinnt man sieben Hauptformeln, nämlich:
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26) die (^-Formel 2 . (T = v + (> — 3 . ft -- cf^,

27) die c-Formel i^.c = 4:.v — q — ß.^ — ccr,

28) die ii;- Formel 3 .w = 4:.q — v — a^^-^

29) die v-Formel (}.v = 1.q — v — 3.^ — a,.^

30) die g'-Formel ß . q = 1 . v — q — 9 . ^ - a,jj

31*) die ^/-Forniel 3 .y =^2 .q -{-v — 3 . ^- a^,

32) die ^-Formel 3 .z = 2 .v + q — 3 .^ — a^^

worin

'C j ^w) ^vy ^Q7 ^yy ^
gewisse Functionen der Zahlen a^, o:27---^25 bedeuten.

Jede dieser Zahlen a ist eine Summe von Anzahlen^ von denen

jede angiebt, wieviel Ausartungen von gewisser Definition in dem

gegebenen einstufigen Systeme vorhandc^n sind. Derartiger Defini-

tionen giebt es nun im ganzen zwölf verschiedene, mit anderen

Worten, die Q^ hat ausser 6 noch 0wölf andere Ausartungen^ wenn

man Systeme voraussetzt, deren definirende Bedingung ausser ^,

V, Q auch Bedingungen enthält, die über die singulären Punkte und

Tangenten etwas aussagen. Die genaue Beschreibung dieser zwölf

Ausartungen erhält man, analog wie beim Kegelschnitt in § 20,

sehr leicht aus der allgemeinen C^ durch homographische Abbildung,

indem man das Doppelverhältniss gleich null setzt, dem Centrum S

der Homographie alle möglichen Lagen zu der allgemeinen C^ er-

theilt und die erhaltenen Ausartungen dual umformt (Lit. 24).

1. Wenn S nicht auf der C^ und auch nicht auf iv oder q oder

liegt, so erhält man die Ausartung e^) welche aus einer in der

Ebene ^ befindlichen dreifachen Ordnungsgeraden h und drei auf h

gelegenen einfachen Rangpunkten d besteht. Die drei Strahlen tv,

q, z fallen mit h zusammen, während c, Vy y drei auf 1) liegende,

unter sich und von den Rangpunkten verschiedene Punkte sind.

2. Wenn S auf iv liegt, ohne v oder y zu sein, so erhält man

die Ausartung rj^- V2 besteht aus einer in der Ebene ^ befindlichen

dreifachen Ordnungsgeraden h, welche mit q und z zusammenfällt.

Auf dieser liegen ein einfacher Rangpunkt d, ferner die Spitze c

und endlich ein zweifacher Rangpunkt e, welcher mit v und y zu-

sammenfällt und von welchem die Wendetangente w ausgeht.

3. Wenn S auf q liegt, ohne c oder y zu sein, so entsteht die

Ausartung s^. f^ besteht aus einer in der Ebene ^ befindlichen

dreifachen Ordnungsgeraden h, mit welcher w und z zusammen-

fallen. Auf h liegen zwei einfache Rangpunkte d, ein einfacher

Rangpunkt, in den auch c und y fällt, und ausserdem der Wende-
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punkt V. Die Rückkehrtangente q gelit durch Cj ohne mit h zusammen-

zufallen.

4. Wenn S auf z liegt, ohne c oder v zu sein, so entsteht die

Ausartung fg. £3 besteht aus einer in der Ebene [i befindlichen

dreifachen Ordnungsgeraden h, mit welcher w und q zusammenfallen.

Auf h liegen drei einfache Rangpunkte d, ein Punkt, in welchem

c und V vereinigt sind, und der Punkt ^.so, dass alle fünf Punkte

verschieden von einander sind. <?Verbindet die coincidirenden Punkte

c und V, ohne mit h zusammenzufallen.

5. Wenn S der Punkt y ist, so entsteht die Ausartung tj^. i?j

besitzt eine in der Ebene ^i befindliche dreifache Ordnungsgerade h,

welche mit z zusammenfallt. Auf ihr liegen ein mit c zusammen-

fallender zweifacher Rangpunkt e und ein mit v zusammenfallender

einfacher Rangpunkt d. Die Wendetangente tv ist ein Strahl durch

e und die Rückkehrtangente q ein Strahl durch d. Beide schneiden

sich in y. Bei r]^ erscheint also das Singularitätendreieck nicht

ausgeartet, sondern in allgemeiner Gestalt.

6. Wenn S ein von c und v verschiedener CurvenpunM ist, so

erhält man die Ausartung d.^. ö.^ besteht aus einer doppelten Ord-

nungsgeraden h und einer einfachen Ordnungsgeraden a, welche

sich in einem doppelten Rangpunkte e schneiden, während ein

anderer Punkt d auf h einfacher Rangpunkt ist. w, q^ z fallen mit

h zusammen, während c, v, y drei auf l liegende Punkte sind, die

im allgemeinen von d und e verschieden sind.

7. Wenn S der Pimkt c ist^ so entsteht die rj^ feld-dual ent-

sprechende Atisartung d-^.

8. Wenn S der Punkt v ist, so entsteht dieselbe Atisartung ^^

wie hei 7.

Aus den eben in den sechs ersten Nummern beschriebenen

Ausartungen

Hl ^25 ^n ^3; nxj ^2

erhält man durch feld- duale Uebertragung sechs neue Ausartungen,

nämlich:

"^2; '^2) '^15 ^3? '^n ^17

deren Beschreibungen aus den obigen Beschreibungen abgelesen

werden können. Hinsichtlich der Bezeichnung hat man sich dabei

nur zu merken, dass immer einfache Ordnungsgeraden a, mehrfache

Ordnungsgeraden h, einfache Rangpunkte d, mehrfache Rangpunkte

e zu nennen sind, so dass bei der dualen Uebertragung immer
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a und dj h und e,

w und Cj q und v, z und y

für einander zu substituiren sind.

Die Symbole der eben durch homographische Abbildung er-

zeugten zwölf Ausartungen sind so gewählt^ dass solche Aus-

artungen, deren Beschreibungen hinsichtlich des Punhtorts und des

Tangentenorts genau übereinstimmen mit denselben Buchstaben, jedoch

verschiedenen Indices bezeichnet sind. Es bestehen nämlich:

1. ^1 und (^2 ^us einer doppelten und einer einfachen Ordnungs-

geraden mit einem doppelten Rangpunkte im Schnittpunkte beider

und einem einfachen Rangpunkte auf der doppelten Ordnungs-

geraden;

2. Tj, Tg, Tg aus drei einfachen Ordnungsgeraden, die sich in

einem dreifachen Rangpunkte schneiden;

3. fj, £2, fß aus einer dreifachen Ordnungsgeraden, auf welcher

drei einfache Rangpunkte liegen;

4. -O-j und d'2 aus einer zweifachen und einer einfachen Ord-

nungsgeraden, die sich in einem dreifachen Rangpunkte schneiden;

5. % und 7J2 aus einer dreifachen Ordnungsgeraden, auf welcher

ein einfacher und ein zweifacher Rangpunkt liegen.

Jede dieser zwölf Ausartungen, sowie auch (7, kann in einem

der zu betrachtenden einstufigen Systeme vorhanden sein, ausser-

dem aber keine andere Ausartung, ein Resultat, welches der Verfasser

allmählich durch Induction erkannt hat. Wir führen nun die zwölf

Ausartungsbedingungen

dj, dg, ri, rg, Tg, fi, fg, hj ^ir ^2> Vu V2

in die 25 oben zusammengestellten Formeln ein. Jede der darin

enthaltenen Zahlen a ist natürlich eine Summe der mit gewissen

Coefficienten multiplicirten zwölf Ausartungssymbole. Aus der Be-

schreibung der Ausartungen ersieht man in jedem der 25 . 12 Fälle

leicht, ob der Coefficient null ist oder nicht. Ist er nicht gleich

null, so kaim er entweder algebraisch oder mit Benutzung des Um-
standes bestimmt werden, dass die 25 Gleichungen nur sieben von

einander unabhängige Gleichungen repräsentiren. Die 25 . 12 Coef-

ficienten sind in der folgenden Tabelle zusammengestellt. Ver-

mittelst derselben ersetze man die Zahlen a der 25 Formeln durch

die zwölf Ausartungsbedingungen nach folgender Begel:

Schubert, Kalkül der abzähleudeu Geometrie. 8
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,jJede linJcs resp. rechts stehende Zahl a ist gleich der Summe der

zwölf Producte, deren jedes einen in derselben Horizontalreihe stehenden

Coefficienteti zum einen Factor und diejenige Ausartungszahl zum andern

Factor hat, welche mit diesem Coefficienten in derselben Verticalreihe

oben resp. unten steht"

Tabelle der Coefficienten der Ausartungsanzahlen in den 25 Formeln.
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4-^i + 3^2 + 2^i + 37?2,

«; =2^1 + ^2 "1" 3^1 + 3t2 + 3r3 + 3^1 + 3^2 + 6^3

+ 2^1 + 3^2 + ^1 + 3^2-

Nach Einführung dieser Werthe in die sieben Hauptformeln

hat man hinreichende Mittel/ um die gesuchten Anzahlen der C^
zu berechnen und zugleich wegen der zahlreichen Verifwationen

Rückschlüsse über die Natur der Ausartungen und etwa zweifelhafte

Coefficienten zu machen, vorausgesetzt, dass alle diejenigen zehn-

fachen Symbole berechnet vorliegen, deren einer Factor

^7 ^1) "2? "^i; '^2) "^3; ^1; ^2? ^3? '^1? '^2? Vl7 V2

ist und deren anderer Factor eine von den neunfachen, aus

ft, V, Q, c, V, y, w, q, s

zusammengesetzten Bedingungen ist. Die Berechnung dieser Aus-

artungssymbole ist daher unser nächstes Ziel.

Da die Ausartung a nur Hauptelemente und einen Kegelschnitt

als Theilgebilde enthält, so setzen sich alle Ausartungszahlen

aus den in §§ 19 und 20 behandelten Anzahlen zusammen. Man
hat dabei nur zu beachten, in welcher Weise die Bedingungen bei

einer Ausartung zu erfüllen sind. Dies folgt aber unmittelbar

aus der oben gegebenen Beschreibung. In derselben ist schon die

Ordnungsgerade mit a, der Rangpunkt mit d bezeichnet. Wir be-

zeichnen femer noch die Bedingung, 6 soll seinen Kegelschnitt eine

.gegebene Gerade schneiden lassen, mit n, und die Bedingung, 6

soll seinen Kegelschnitt eine gegebene Ebene berühren lassen, mit r.

Dann ist z. B. zu setzen:

öv =öa-]- ön,

öc =öv = 0y = öd^ ,

6tv =6q =02 =(7a,

0We= 0qe = ^^e = (^tte
\

ferner auch:

0ad =0ae-\-0d^j

0a^d= 2 . 0asd=2 .0Ä-\-2 . 0d?ae.

Hiernach hat es keine Schwierigkeit, alle enthaltenden Sym-

bole vermittelst der in § 20 abgeleiteten Kegelschnittzahlen auszu-

rechnen, wie aus den folgenden vier Beispielen hervorgeht.

8*
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1. Berechnung von öv-'q^.

av^'Q^ = ö(r + dy (n + af
= 4o . (?>-*

. [5i . w*a + b^.n^ («^+ «,) + ög . 2 . n^üs -\-b^.2.nA\

-\-4.^.ör\\b^.n;'d^-b^.n^((l^-\-ae)-Vh,.n^{a,-^(f-^dae)

+ 63 . 2 . n^ (J. + ^ a, ) + 5^ . 2 . w^ cZ]

. +4,.ör2.[5o.w^t^2 + 5,.n*((?a,+ (^^) + 52.9iH^ + 2(^2a,)

+ 53.2.^2(7^]

H- 43 . 6r. [5o . w^ff + 5i . >^*^2ae+ ^2 -n^Ad]

==4o.[5i.64.2 + 52.(48.2 + 32) + 53.2.24 4-54.2.4]

4- 4j.[5o. 104. 2 + 5,. (104 + 64) + 5,. (24 + 48 + ^64) •

+ 53.2.(4.48- 4. 2) + 54. 2. 2]

+ 4,. [5o. 128 + 5,. (i. 104 + 28) + 52.(^.72-4. 2 + ^24)
+ 5 .2.41

+ 43.[5o.24 + 5i.V28 + 5,.6]

= 18816.

2. Berechnung von aqe^^qr\

= 5o . <sa, fi^r' + 5i . aoe d^i^r^ + 5^ . öa, d'^^^r^

=
5o. 4 + 5,. i. 8 + 52.^.2

= 34.

3. Berechnung von awq^eQ^-

öwqZe (>•'= Gaaae (r+ df= (7^(r + t?)^

= 5o.(?^r^+5i.ö^(^r*
= 5o.2 + 5i.l

= 7.

4. Barchnung von awyv'^^v^Q.

awyv^^v^Q = öadd^^(n + a)^ (r + r?)

= (;atZ^/Li(w + a)^r

=
3o . ötted^^n^r + 3, . aÄd^n^r

= 3o4.16 + 3,.2

= 14.

Hierzu fügen wir noch die numerischen Werthe aller derjenigen

Zahlen (7, welche nur elementare Bedingungen enthalten, und aller

derjenigen Zahlen (7, welche ausser elementaren Bedingungen nur

eine einfache Singularitätenhedingung, also entweder a oder d ent-

halten. Hinsichtlich der Anordnung dieser Zahlen innerhalb der

folgenden Tabelle ist zu beachten, dass immer diejenige Zahl,

welche einer mit a multiplicirten «-fachen Bedingung als i'' nach-

geseUt ist, die Bedingung 1/^"-"-' ()'~^ enthält.
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Tabelle von Zahlen a,

öii' =42, 87, 141, 168, 141, 87, 42.

6^' =588, 1086, 1584, 1767, 1518, 1053, 606, 294.

0)1 =4296, 7068, 9222, 9393, 7626, 5136, 3003, 1587, 768.

ö =20040, 28344, 31356, 26994, 18816, 11190, 6054, 3051,

1464, 696.

öaii^=^12, 27, 45, 54, 45, 27.

6a^^=112, 340, 508, 571, 490, 337, 190.

aa^ =1272, 2220, 2960, 3037, 2466, 1652, 955, 495.

ö« =5912, 8840, 9980, 8640, 6008, 3542, 1890, 935, 440.

(?f/fi^ = 27, 45, 54, 45, 27, 12.

(?r?i[i-^ = 338, 506, 569, 488, 335, 188, 86.

ad^ =2196, 2938, 3017, 2448, 1636, 941, 483, 222.

öd =8680, 9844, 8526, 5914, 3466, 1830, 889, 406, 184.

Es bedeutet hier z. B. die vierte Zahl hinter öa^j also 3037,

dass es 3037 in eine Curve ö ausgeartete cubische Plancurven mit

Spitze giebt, welche ihre Ordnungsgerade eine gegebene Gerade

schneiden lassen, ihre Ebene durch einen gegebenen Punkt schicken

und dabei vier gegebene Gerade schneiden, sowie drei gegebene

Ebenen berühren.

Die Anzahlen für die vier Ausartungen

-^n ^2j Vu %
lassen sich vermöge der Incidenzformeln schliesslich zurückführen

auf die Symbole:

^^^^e^ahcv^ d^^^^e^ahvz^ d'^^^e^ahcs, d-^^^e^abZe^

%liBdewqy rj^^Bdeqy^ rj^^Bdewy^ rj^^Bdeff,

welche sämmtlich den Werth 1 haben, und auf Symbole, die er-

sichtlich den Werth haben. Man beachte dabei nur, dass in-

folge der oben beschriebenen Eigenschaften der Ausartungen fol-

gende Substitutionen zu machen sind:

^^
yoc Q[i^Jd'^(a + 2ly (3 ey,

Q'^v^Qt^ = d'^la-^2iy{?>ey,

rj,v''Q^^ri,(Uy(d+2ey,

rj,),'^Q^===ri,{Uy{d-h2ey,

d'^q = ^2^ = d'^h, -^2^ = -^22/ = -^2^)

>?2^ = ^2^=^2^; ->?2^=»?2^ = %^-
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Ferner z. B.:

= 2 .

'9'ji
(^ea — fi^e — e^) {^h - ^^)

4- 2 . ^1 (ftea - ^^e - e^) (eh - e^)-,

%d^c^ = % (dh~ he) (eh — he)

= %h^de — %hse — %hsd-\- tj^^B.

Die numerische Ausrechnung ersehe man aus folgenden Beispielen:

1. Berechnung von d-^^^v^cwv.

0-1 ^^v^cwv= -Ö-i
^^ {a + 2hYhcv

^?^^^Hv{A^.a,\2^h-\-4.^.d\2^W-^A^.a'.2^W+ A^.a,2^h')

==42.2^2 + 43.2^2
== 112.

2. Berechnung von d'^^^cWeV'^Q.

d'^ii^cWeV^Q = ^^^^c(ew-e^)(a-\-2hf.3^e

= 3'd'.,^^e''cw(a-}-2hy

= S'^.ii^e^cw (3i . 2'a^h + S^ .
2'^ .ab')

= 3^(3i. 21. 2 + 32.2^2)
= 108.

3. Berechnung von rj^^v^Q^y'^.

%iiv'QV=rj,^(Sh)'(d+2e)h/
= 3^ri^2iiB(2^.2Kde)y'

= 648.

4. Berechnung von ri^WpqsvcvQ^.

ifl2iVpqzvcvQ^=7l^ (^tv — ^^) h^ec (3*e) {d-\- 2ef
= Z^ri^\i%vch^e^ {d^ + 2i . 2^ de)

= 3i.(2 + 2i.2M)
= 18.

Hierzu fügen wir noch die numerischen Werthe einiger Zahlen

0- und ri. Wir ordnen dieselben wieder so, dass diejenige Zahl,

welche einer «-fachen Bedingung als i^^ nachgesetzt ist, die Be-

dingung V (10— «— i)-mal und die Bedingung q (*— l)-mal enthält.

Tabelle von Zahlen %• und iq.

^j^li^ecv =x^^^^eze =%'^ii^ecw = l^f 12, 0, 0.

d-^^^ecv =d'.,^^ecw =452, 108, 36, 0, 0.

d-.^ecv =^2i^eci(; =660, 456, 162, 0, 0, 0.

^^ecv =^^^ecw =1240, 720, 216, 0, 0, 0, 0.

d-^^'^ehcv =^d'.^^^ehcw=6, 3, 0.

ft^ehcv =d'.yehcw==4A, 30, 9, 0.

^^^ehcv =d-^^ehcw =194, 132, 45, 0, 0.
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d-^ehcv =^^ehcw =340, 192, 54, 0, 0, 0.

^i^^cv ==d'2^^cw =240, 456, 324, 108, 0, 0.

d^i^^acv =^^ii^aciv =112, 192, 144, 54, 0.

d^i^^aecv =d'^aecw =64, 48, 18, 0.

%'^iie^cv ^d'.^^e^cw =18, 0, 0, 0.

rj^^^ewq =ri^^^ey^ =r}2^^ecw==0y 9, 15, 6.

rj^^'^etvq ^rj^ii^ecw =0, 54, 90, 75, 32.

rj^^ewq ^ri^^ecw =0, 162, 270, 225, 96, 40.

rj^ewq ^rj^ectv =0, 0, 0, 0, 0, 0, 0*.

ri^H%ewq = ri^^^hecw =0j 3, 5.

Yi^li^heivq^ri^li^hecw =(jy 18, 30, 25.

Yi^iihewq ^ri^^hecw =0, 54, 90, 75, 32.

fj^hewq =%hecw =0, 0, 0, 0, 0,0.

rj^^Hvq ^ri^^^cw =0, 0, 216, 324, 264, 120.

rj^^^dewq = 7j2^^decw = ö4^ 54, 39, 18.

ri^^i^e^wq =r}2ii^e^cw =0, 18, 18, 7.

ri^^^dwq =ri2^^dcw =0, 108, 144, 114, 56.

ri^^dJ^wq =ri2^^cw =0, 18, 12, 8.

Ebenso kami man die sämmtliclien, ö^ enthaltenden Symbole

wegen d>" = ^1 (a + 26)«

(JjC = d^v = ö^y = d\e

vermöge der Incidenzformeln schliesslich ausdrücken durch Sym-

bole, welche ausser ft und e nur erste Potenzen von tv^ ^j ^; ^? h (^

enthalten. So kann man schliesslich alle Zahlen d^ auf die 24

Stammmhlen zurückführen, welche in der folgenden Tabelle zu-

sammengestellt sind. Die zugleich dort beigesetzten numerischen

Werthe sind vom Verfasser allmählich a posteriori erschlossen. Sie

charakterisiren die Lagebeziehungen, welche bei 8^ zwischen den

fünf von e ausgehenden Strahlen a, 6, lu^ q, bestehen.

Tabelle der Stammzahlen bei d\.

ö^li^eHahw^ö^^^e'dahq =ö>V(^a&^= 1,

d^li^e^dawq = d^^^e^daw0 = ö^yL^e^daq3==\y

d^li^e^dhwq = Ö^^^e^dhwz^ö^^^e^dhqz=\^

8^li^e^dwqz= 1;

* Ueberhaupt muss jede Zahl t] Null sein, zu deren Bestimmung keine

die Ebene ft festlegende Bedingung gegeben ist.
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Ö^^^edahivq = ö^^^edahivz = d^^^edahq_z = 2,

d\^^edawq0 = d^^i^edhwq0 = 2]

d\^c^dahivq = d^^e^dahivz -^ ö^iic^dahqz =2,
ö^^e^dawqz =S^^e^dhivqz^2\

d^^^dahwqz =1;
d\e^dahwqz =1;
8^^^edahwqz= 7;

ö^^e^dahwqz=l.

Von den Stammzahlen, auf welche die sämmtlichen Zahlen ^2 i^

ähnlicher Weise reducirt werden können, stimmen die ^^ als Faktor

enthaltenden mit gewissen Stammzahlen der obigen Tabelle überein,

weil d'2 und ö^ sich fehl -dual entsprechen, z. B.

d,^^%adecv = d^^^edahwq.

Die Werthe der auf ^2 bezüglichen Stammzahlen enthält die folgende

Tabelle.

Tabelle der Stammzahlen bei d^.

d^^^^headec = d\^^^headev = Ö^^^h^adcij = 1,

d^^^hettdcv =ö.^^^beadcy=-d,^^^beadvy^\j

d^^^beüecv =ö^^^heaecy = d^^^heaevy^^ 1,

d^^^edcvy =1;
ö^^^^badecv =d^^^hadecy^ ö.^^^hadevy=2,

d^^^badcvy =8,^^^haecvy= 2-^

d^^^adecvy =1;
d,^^hpadecvy=S.

Ausserdem ist zu beachten, dass jedes auf Ö^ \)ezügliche Symbol

gleich null ist, wenn es keine die Ebene ^ bestimmende Bedingung

enthält, also z. B.

Ö^Badecv=-Oj ö^bsadecv,y=-0.

Hiermit ist nun die Berechnung der Zahlen d^ und d^ theoretisch

geleistet.

Für die Ausrechnung der Zahlen d lässt sich der Umstand be-

nutzen, dass in der Tabelle der Stammzahlen von d\ resp. von ^2

die Symbole tv^ g, z^ resp. c, i\ y beliebig mit einander vertauscht

werden können. Man bezeichne daher -bei d^ mit

bezüglich die Bedingungen, dass von den drei Strahlen tv^ q, z

einer eine gegebene Gerade schneiden soll, dass jeder von zweien

und dass jeder von allen dreien eine gegebene Gerade schneiden
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soll. Dami hat man von den sämmtlichen, auf d^ bezüglichen Sym-
bolen nur diejenigen auszuwerthen, welche ausser den elementaren

Bedingungen ^, v, q die folgenden Bedingungen enthalten:

ffl>



122 Vierter Abschnitt.

4. Berechnung von ö^v^QW^qz.

d\ v^QWe q_z = di(a + 2&y {d+ 2e) (ew - e^^)^^

. ==d,(a-j-2hyd{eg,-e'g,)

+ 4,.2\2.ah-{-4^.2'.2.B]d{eg,-e\)

^4,,2\2.(iie'a-ii'e')d{g,-eg,)d,

+ 4i . 2^ 2 . (^e^ah - ^^e^b)d(g.^ - eg^) d\

4- 4^ . 2K[ii''cah + 2/[ie2^&+c^a&-- (^ti^c+ iiAV+ ^e^) (a+ &)

4- 43 .
2^

. 2(^e^ah — ^^e^a)d(g^ — eg^) Ö^

+ 4,.2',2(tie'b-^'e')d(g,-eg,)d\

= 4o.2^2.(2-l)
+ 4i . 2^ 2 (7 - 4) - 4i . 2^ 2 . (2 - 1)

+ 42.2^[7 + 2.7 + l-(2-f44-2)(l + l)4-2.1]

-4.2^[4 + 2.2-(l + l)(l + l)J

+ 43. 23. 2. (7 -4) -43. 23. 2. (2-1)

+ 4,. 2^2. (2-1)
= 2. 1 + 16. (3 -1)4- 24 (8 -4) + 64 (3-1) + 32.1

= 290.

5. Berechnung von d^^^vQ^ycvw.

d.^^'^vQ^cvyw = 02^^ (a + 2h) (d-\-2eyp^h

= ^'ap^(2, . 2V& + 2i . 2Mci^ + 2^ . 2^626) d^

= ^^ap,[2^.2\hd-h)h + 2,,2Kdeh-\-22.2\be~he)h]d2

^2Q.2\ap^(ii^hd-j-n.^hd+ Bd-iiB)
+ 2^ .

2^ ap^ {{i^de + ^hpde)

+ 22 . 2^ . ai)3 (^3?,e 4. ^3jg ^ 2?e - ^B)
= 2o. 2«. (2 + 2 + 0-1)
+ 2^.2^(1 + 3)

+ 22.2^(2^2 + 0-1)
= 31.

Hierzu fügen wir die numerischen Werthe einiger Zahlen d mit

dem Bemerken, dass auch hier die einer «-fachen Bedingung nach-

gesetzte i^"" Zahl die (i — 1)*® Potenz von q und die (10 — « — i)*^

Potenz von v enthält.

Tabelle von Zahlen ö.

^ii^'9i = ^2^'Pi-0, 24, 78, 78, 24, 0.

^i^^gi = ^2^^Pi-0, 240, 672, 702, 408, 120, 0.

<^>^i =<^>Pi =0, 1240, 2980, 3028, 1840, 640, 160, 0.

^li/i =^2lh =0, 3360, 5840, 5020, 2640, 800, 160, 0, 0.
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d.^'eg^ =^d,ii'ep,=0, 18, 21, 6, 0.

^i^^eg, =ö,ii^ep,=,0, 152, 188, 113, 32, 0.

d.^eg, =S,fiep, =0, 660, 802, 506, 168, 40, 0.

d,eg, =-ö^ep, =0, 1240, 1300, 714, 208, 40, 0, 0.

d.ii^g, =^2^'&i>i = 0, 6, 21, 18, 0.

0,^'hg, =ö,^'bp,-=0, 64, 190, 187, 88, 0.

d.^hg, =6,^b2h =0, 340, 858, 848, 472, 120, 0.

d,bg, =d^hp, =0, 880, 1560, 1278, 592, 120, 0,

^i^'e\ = 0, 4, 1,0.

ö,ii''e^g, = 0, 36, 26, 7, 0.

d>eVi =0, 152, 116, 36, 8, 0.

^i^'i/i =0, 240, 160, 44, 8, 0, 0.

d,^%p, = 0, 1, 4, 0.

d^(i^ePi = 0, 8, 25, 18, 0.

d^^hePi =0, 42, 112, 96, 24, 0.

^2bePi =0, 100, 178, 120, 24, 0, 0.

d.fi'Weq =0, 72, 111, 81, 32.

d^nhveqz =0, 21, 45, 31.

d.fiWeq =0, 314, 458, 338, 128, 40.

d,^Weq0 =0, 126, 201, 156, 64.

^iWeq =0, 660, 802, 506, 168, 40, 0.

ö.weq^ ==0, 290, 380, 260, 104, 40.

Ö,^^wq0 =0, 90, 240, 249, 144.

d.^hvq =0, 176, 482, 515, 320, 120.

ö^iiwq =0, 900, 2122, 2180, 1368, 520, 160.

d^wqz =0, 1320, 2252, 1984, 1128, 440, 160.

0,^'cwe =0, 8, 25, 18, 0.

d^ii^cw.v =8, 19, 13, 0.

d^iiHw =0, 64, 190, 187, 88, 0.

d.,^^cvw =64, 146, 136, 63, 0.

d^li^ycvw =58, 64, 31, 0.

ö^ii^cwyz =14, 35, 26, 0.

Bei der Reduction der Zahlen r^, Tg, t^ führe man die drei

Bedingungen %, a^, a^ ein, welche bezüglich aussagen sollen,

dass eine der drei Ordnungsgeraden,

dass.jede von zwei unter den drei Ordnungsgeraden,

dass jede der drei Ordnungsgeraden
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die Bedingung erfüllt, eine gegebene Gerade zu schneiden. Bei-

spielsweise kann man vermöge der Incidenzformeln rv*"' schliesslich

ausdrücken durch

nämlich (p. 37):
^"^^'^' '""-^^''^ '^^^^^'^^ '''^^'''^

tv^ = 180 . rag {^""e + iie^) - 500 . xa^^^e' + 560

.

xa^yi:^e\

Bei Ti hat man zu beachten, dass die eine Ordnungsgerade

vor den beiden andern dadurch ausgezeichnet ist, dass w und z mit

ihr zusammenfallen. Darum soll bei r^ a^ resp. a^ ausdrücken, dass

eine der beiden andern Ordnungsgeraden, resp. jede von ihnen eine

gegebene Gerade schneiden soll. Die mehrfachen, auf die Singula-

ritäten bezüglichen Bedingungen drücke man,* wie sonst, durch die

entsprechenden einfachen Bedingungen und durch ft und e aus; z. B.

x^We ^^x^ew — x^e^j

x^v^ =x^{jLVio — ^^v — ^ew-\- iii^-\- ii(f)y

x.^cvZs=x^e^{i^ez — [i^ ~ lae^)

= x^^e^0 — x^^^e^.

So kaim man schliesslich alle fundamentalen Anzahlen der drei

Ausartungen t^, Tg, t^ auf die in den folgenden drei Tabellen enthal-

tenen Stam^nzahlen zurückfuhren. Die dort beigesetzten numerischen

Werthe sind vom Verfasser allmählich a posteriori erkaimt. Sie

charakterisiren die Lagebeziehungen, welche zwischen den vier

Stralen von r^, zwischen den sechs Strahlen von Tg und zwischen

den fünf Strahlen von Tg bestehen.

Tabelle der Stammzalilen bei t^.

x^^^e^va^tü = lj x^^^e^va^q =lj x^^^e^va^tvq^^lj

x^^^eva^wq = 2j x^^ie^va^wq^'Z.

Beachtenswerth ist, dass jedes der Symbole x^ nur dann von

null verschieden sein kann, weim es eine auf v bezügliche Beding-

ung enthält.

Tabelle der Stammzahlen bei t^.

x^^^e^a^w =4, x^^^e^a^q =1, x^^^e^a^z =2,

x^lL^e^a^wq =3, x^^i^e^a^wz ^2, x.^^^e^a2qz==l,

x.^li^e^a^ivqz=\\

x^^^ea^wq ^x^^e^a^wq =7,
x^ii^ea^wz -=x^iie^a^wz =6,
x^^i'^ea^qz =X2^e^a^qz =3,
x^ii^ea<^wqz =X2i^e^a.j,tvqz = b]

X2it'^a^^qz =X2e^a^wqz =4,
x^^'^ea^wqz =X2^e^a^wqz= 22.



Die Berechnung von Anzahlen durch Ausartungen. 125

Tabelle der Stammzahlen bei T3.

r^^^e^ya^wz= 1;

r^li^eya^z = r^^e^ya^^ = 6,

r^^^eya^tv =x^^e^ya^iü -=4,

r.^li^eya^tvz ^t^^e^ya^tvB =A'^

T^li^ya^tvs =r,^e^ya^w0 =2,
t^li^eya^ivz =r^^e^ya^wi2 = 14:.

Durch diese Stammzahlen berechnete der Verfasser die Zahlen

der folgenden Tabelle, bei welcher wieder diejenige Zahl, welche

einer «-fachen Bedingung als i^^ nachgesetzt ist, angiebt, wie viel

Ourven t diese «-fache Bedingung erfüllen, und ausserdem die Be-

dingung V, eine gegebene Gerade zu schneiden, (10 — a — t) Mal, die

Bedingung ^, eine gegebene Ebene zu berühren, (?' 1) Mal erfüllen.

Tabelle von Zahlen t.

= 15, 18, 9,*^0, 0, 0.

= 180, 195, 108, 27, 0, 0, 0.

r^^t) =r2^q =ir2^tv =^r2iA0 =1^31"^?/

= 1120, 1080, 585, 162, 0, 0, 0,' 0.

t^v =r2q =:}-r2«f^ =^^^2^ = i'^s?/

= 4200, 3360, 1620, 405, 0, 0, 0, 0, 0.

Tj^^'^CWeV =9, 3, 0, 0.

T.^^ctvv =65, 36, 9, 0, 0.

ti^^cwvy=12, 3, 0, 0.

r^li^cyvw = 20f 6, 0, 0.

r.,^^cwy =48, 12, 0, 0, 0.

t.^^^ctvy0 = 2Aj 6, 0, 0.

T.^^^yzw =8, 15, 9, 0.

X.,ll^ClVeV =4, 0, 0, 0.

X2^'^civ =260, 144, 36, 0, 0, 0.

T2^^ctvv =48, 12, 0, 0, 0.

T2^i'^ycvtc = 4:j 0, 0, 0.

r^ii^'ctvy =48, 12, 0, 0, 0.

t2^i''ctv0 =130, 72, 18, 0, 0.

r2ii^cwy0 = 24y 6, 0, 0.

T^^^ystv =12, 6, 0, 0.
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Zahlen^ deren Symbole keine die Ebene ^ der Curve festlegende

Bedingung enthalten, z. B.

S2BcvdQ.

Die in den Tabellen beigesetzten Zahlen entsprechen zum Theil den

im vorigen Paragraphen angegebenen Stammzahlen der Ausartungen

T feld-dual. Die übrigen sind vom Verfasser a posteriori bestimmt.

Sie charakterisiren die Lagebeziehungen, welche zwischen den vier

Punkten von f^, zwischen den sechs Punkten von e^ und zwischen

den fünf Punkten von s^ bestehen.

Tabelle der Stammzahlen bei 8^.

s^^^bqd2cv = 2.

Jedes Symbol s^ muss null sein, wenn es keine auf die Lage des

Strahls q bezügliche Bedingung enthält.

S2^^hed^c =4, s^in^hed^v =1, s^^^hed^y =2,
fg a^hed^cv ==3, s^ fi^he d^ cy= 2, So^ ^^h d^vy^ 1

,

S2^^hed^cvy= 1;

£2^^hd'^cv =7, £2^^hd^cy =(Sy £2^^bd.^vy =3^
S2^^hd2cvy =5;
£2ii^d^cvy =4;
£2iiihpd^cvy = 9.

s^^^he^d^ =2, £^^^he0d2y = 2y £^^^heZd2C ^2y
£s^%0d^cy=l-
£^^^b0d^y =4, £^^^hzd^c =4, £^^^h0d2cy-=4:-

£s^^0d^cy =2;
£^lihpd^cy =6.

Man beachte, dass ein Symbol £3 null sein muss, weim es keine die

Lage des Strahls s feststellende Bedingung enthält.

Durch Angabe der Stammzahlen bei den Ausartungen £ ist

nunmehr die Berechnung dller Zahlen £ theoretisch geleistet.

Da die Ausartungen £ den eingehend behandelten Ausartungen

T feld-dual entsprechen, so unterdrücken wir die Beispiele für die

Berechnung der auf sie bezüglichen Anzahlen und lassen nur die

numerischen Werthe einiger Symbole £ hier folgen. Wieder be-

zeichnet die einer «-fachen Bedingung nachgesetzte i^^ Zahl die Zahl.
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der Curven £, welche diese Bedingung erfüllen, 10 — a — i gegebene

Gerade schneiden und i—1 gegebene Ebenen berühren.

Tabelle von Zahlen s.

= 0, 0, 0, 9, 18, 15.

= 0, 0, 0, 54, 108, 120, 90.

E^iiq =£2ilV =i£.^^C =1^21^2/ =i^3f*^
= 0, 0, 0, 162, 324, 360, 270, 175.

€^g ^s^v =i£2C =if,?/ =1^3^
= 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0.

e^^^Weqe =0, 0, 1.

S^^L^Weqe =0, 0, 3, 6.

Si^Weqe --Oj 0, 9, 18, 15.

e^Weqe =0, 0, 0, 0, 0, 0.

£,^^wq =0, 0, 0, 3, 6.

€,^^wq =0, 0, 0, 54, 108, 120.

£,^wq =0, 0, 0, 162, 324, 360, 270.

£iwq =0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0-

£^^Weq0 =0, 0, 0, 9, 18.

£^ii^wq0 =0, 0, 0, 18, 36.

E^ii^yzw =0, 0, 0, 2.

E^ii'^civ =0, 0, 0, 72, 144, 160.

£2^^cwz =0, 0, 0, 24, 48.

£2^'^CWeV =0^ 0, 9, 16.

E^ii^'cwv =0, 0, 54, 96, 96.

£2^^cwy =0, 0, 36, 72, 80.

£2ii^cwyz= 0, 0, 12, 24.

£2ii^cwvy=^0j 18, 36, 38.

£^^qetVeZ^O, 0, 0, 2.

£^libqtVeZ =0, 0, 0, 6, 12.

£^^i^qwz =0, 0, 0, 12, 24.

£^li^yzw =0, 0, 6, 12.

£yyzcw==0, 18, 30, 24.

Ehe wir dazu übergehen, aus den nunmehr gewonnenen Aus-

artungszahlen die Anzahlen für die C^ abzuleiten, wollen wir noch

aus den vorstehenden Resultaten einige interessante Eigenschaften

der cubischen Curve mit Spitze ablesen.
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Wir erinnern uns der Methode, durch welche wir die Defini-

tionen der Ausartungen der C^^ gewonnen haben. Die Ausartungen

^2, £i, ^2? ^3; '^i; 'Hl) V2 entstanden als die homographiscit&ii Bilder

der allgemeinen C^ für verschiedene Lagen des Centrums S der

Homographie. Die Axe der Homographie wurde dann immer zu

einer Ordnungsgeraden und die von S an die allgemeine C^ ge-

zogenen Tangenten, sowie die Verbindungsstrahlen des Punktes S
mit den Ecken des Singularitätendreiecks gaben Strahlen durch S,

welche die Axe in den ausgezeichneten Punkten der zu erzeugenden

Ausartung schnitten. Diese ausgezeichneten Punkte aber sind bei

^2; ^ly ^2; ^3 ^^ ihrer Lage von einander abhängig , wie die oben an-

gegebenen Stammmhlen lehren. Dieselbe Abhängigkeit muss also

auch bei den durch S an die allgemeine Cg^ gelegten Strahlen

stattfinden und es fliessen daher aus den Stammzahlen jener vier

Ausartungen die durch die folgenden vier Sätze ausgesprochenen

Lageheziehimgen.

I. Wenn das Centrum S der Homographie weder auf der Curve,

noch auf den Seiten ihres Singularitätendreiecks liegt, so entsteht

die Ausartung e^. Nun ist aber:

s^li^hed^c =4, e2^^hed^v =1, s^^^ed^y =2,
s^^^led^cv =3, mi^hed.^cy=2y s^^^hed^vy^lj

S2^^bediCvy== 1.

Folglich gilt der Satz:

„Wemi man an eine cubische Plancurve, mit Spitze von irgend

einem Punkte 8 ihrer Ebene die drei Tangenten und die Strahlen

nach der Spitze, dem Wendepunkte und dem Schnittpunkte von

Wendetangente und Rückkehrtangente zieht, so erhält man sechs

durch S gehende Strahlen, welche, um überhaupt so einer C^^ an-

gehören zu können, in ihrer Lage derartig von einander abhängen

müssen, dass das ganze Strahlensextupel endliehdeutig bestimmt ist,

sobald vier von den sechs Strahlen gegeben sind, und zwar:

1. vierdeutig, sobald die drei Tangenten und der Strahl nach

der Spitze gegeben sind;

2. eindeutig, sobald die drei Tangenten und der Strahl nach

dem Wendepunkt gegeben sind;

3. ziveideutig, sobald die drei Tangenten und der Strahl nach

dem Schnittpunkt von Wendetangente und Rückkehrtan-

gente gegeben sind;

4. dreideutig, sobald zwei von den drei Tangenten, der Strahl nach

der Spitze und der Strahl nach demWendepunkte gegeben sind

;

Schubert, Kalkül der abziililoudeu Geometrie. 9
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5. Bweideutigj sobald zwei Tangenten^ der Strahl nach der

Spitze und der Strahl nach dem Schnittpunkt von Wende-

tangente und Rückkehrtangente gegeben sind;

6. eindeutig, sobald zwei Tangenten, der Strahl nach dem

Wendepunkt und der Strahl nach dem Schnittpunkt von

Wendetangente und Rückkehrtangente gegeben sind;

7. eindeutig y sobald eine Tangente und die drei Strahlen nach

den drei Ecken des Singularitätendreiecks gegeben sind."

II. Wenn das Centrum S der Homographie auf der Curve, aber

nicht in einer Ecke des Singularitätendreiecks liegt, so entsteht die

Ausartung d^. Nun ist aber jede Stammzahl für 8^ gleich 1, wenn

die Ebene und auf ihr die doppelte Ordnungsgerade gegeben ist.

Folglich gilt der Satz:

„Wenn man an eine cubische Plancurve mit Spitze von irgend

einem ihrer Punkte S die in diesem Punkte berührende und die

sonst noch mögliche Tangente zieht, und ausserdem S mit den drei

Ecken des Singularitätendreiecks verbindet, so erhält man fünf von

S ausgehende Strahlen, welche, um überhaupt in dieser Weise einer

cubischen Plancurve mit Spitze angehören zu können, in ihrer Lage

derartig von einander abhängen müssen, dass das ganze Strahlen-

quintupel immer eindeutig hestimmt ist, sobald irgeiid tvelche drei von

den fünf Strahlen gegeben sind."

III. Wenn das Centrum S der Homographie auf der Rückkehr-

tangente, aber nicht in der Spitze liegt, so entsteht die Ausartung f^.

Nun ist aber bei s^ jede Stammzahl gleich 1, wenn die Ebene und

die dreifache Ordnungsgerade von s^ gegeben ist. J'olglich gilt

der Satz:

„Wenn man an eine cubische Plancurve mit Spitze von irgend

einem Punkte S ihrer Rückkehrtangente die beiden sonst noch mög-

lichen Tangenten und den Strahl nach dem Wendepunkte zieht, so

erhält man vier von S ausgehende Strahlen, welche, um überhaupt

einer solchen Curve angehören zu können, in ihrer Lage derartig

von einander abhängen müssen, dass das ganze Strahlenquadrupel

immer eindeutig bestimmt ist, sobald irgend welche drei von den vier

Strahlen gegeben sindJ'

IV. Wenn das Centrum S der Homographie auf dem Verbin-

dungsstrahle von Spitze und Wendepunkt, aber nicht in diesen

Punkten selbst liegt, so entsteht die Ausartung s^. Nun ist aber:

s^fi^sd^ = 2, E^ii^beZd^^y = 2, s^^i^beZd^c= '2, Boyhzd^cy=\.
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Folglich gilt der Satz:

^,Wenn man an eine cubische Plancurve mit Spitze von irgend

einem Punkte S des Verbindimgsstrahl s der Spitze mit dem Wende-

punkte die drei Tangenten zieht^ und ausserdem S mit dem Schnitt-

punkte von Wendetangente und Rückkehrtangente verbindet, so

erhält man fünf von S ausgehende Strahlen, welche, um überhaupt

in dieser Weise einer solchen Curve angehören zu können, in ihrer

Lage derartig von einander abhängen müssen, dass das ganze

Strahlenquintupel immer endliehdeutig bestimmt ist, sobald irgend

tvclche drei von den fünf Strahlen gegeben sind, und Mcar:

1. zweideutig, sobald die drei Tangenten gegeben sind-,

2. zweideutig, sobald zwei Tangenten und der Strahl nach

dem Schnittpunkt von Wendetangente und Rückkehrtangente

gegeben sind;

3. zweideutig, sobald zwei Tangenten und der Verbindungs-

stralil von Spitze und Wendepunkt gegeben sind;

4. eindeutig, sobald eine Tangente, der Strahl nach dem
Schnittpunkt von Wendetangente und Rückkehrtangente,

und der Verbindungsstrahl von Spitze und Wendepunkt

gegeben sind."

Bei den Ausartungen d^^, rj^, rj^ treten keine Lagebeziehungen

der ausgezeichneten Punkte auf. Polglich treten auch bei der all-

gemeinen Curve keine Relationen auf, wenn der Punkt >S' auf der

Wendetangente oder in einer Ecke des Singularitätendreiecks liegt.

Vier neue Sätze erhält man jedoch, tvenn man die obigen Sätze feld-

dual übersetzt.

Um endlich die gesuchten Zahlen der C^^ aus den berechneten

Ausartungszahlen zu gewinnen, multipliciren wir jede der sieben Gleich-

ungen 26 bis 32 (p.lllu.ll4) mit allen möglichen neunfachen Beding-

ungen und substituiren dann für jede zehnfache Ausartungsbedingung

die berechnete Zahl. Dann erhält man mehr Gleichungen als nöthig

sind, um die Anzahlen der C^ zu bestimmen und dadurch nicht nur

diese Zahlen selbst, sondern eine grosse Menge von Bestätigungen.

Bei der' Berechnung ist es zweckmässig, immer diejenigen Symbole

gleichzeitig zu berechnen, die sich nur durch die Exponenten von

V und Q unterscheiden. Die Gesammtheit der Zahlenwerthe von so

zusammengehörigen Symbolen wollen wir Zahlenreihe B nennen,
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wenn B der in den Symbolen steckende, von v und q freie, gemein-

same Bedingungsfaktor ist. Im allgemeinen muss man bei einem

systematischen Gange der Rechnung wegen der sechs Formeln 27

bis 32 zu jeder Anzahl der C^^ von ebensoviel Systemen aus ge-

langen, wie sie Bedingungen enthält, die auf verschiedene Ecken

oder Seiten des Singularitätendreiecks Bezug haben; z. B. erhält

man die Zahlenreihe

sowohl aus den Zahlenreihen ^cvtVg und ^'^cvtVg durch die c~ Formel,

wie auch aus den Zahlenreihen ^c^w^ und ^^c^tVs durch die ?;- Formel,

wie auch endlich aus der Zahlenreihe {ic^viVe durch die ^(;- Formel.

Ausserdem kann man noch durch die (?-Formel alle übrigen Zahlen

dieser Reihe finden, sobald eine derselben bekannt ist.

Die beiden folgenden Beispiele sollen verdeutlichen, wie man
von bekannten Zahlenreihen zu neuen Zahlenreihen gelangt.

Erstes Beispiel.

Wir setzen als bekannt voraus die Zahlenreihe {i^yziv^ nämlich:

^'yztv = 22, 40, 55, 46, 22..

Um von dieser Zahlenreihe zu neuen gelangen zu können, haben

wir die Ausartungszahlen der vier Systeme nöthig, welche definirt

werden durch die Bedingungen:

^^yzwv^j ^^yzwj'^Q, ^^ystvvQ^j ^^yziVQ^.

In jedem dieser vier Systeme sind gleich null die Ausartungszahlen:

^n hy V2y ^ly ^2-

Die acht übrigen Ausartungszahlen haben in den vier Systemen

folgende Werthe:

(7=1,2,2,1;
di = 0, 13, 16, 6;

(^2 = 0,1, 4,0;
r^ = 12, 6, 0, 0;

T3=8, 15, 9, 0;

£2 =0, 0, 0, 2;

£3=0,0,6,10;

7?i=0, 0, 12, 18.

Setzt man diese Werthe in die (?-Formel:

1/ + () - 3/i = 2(7 -f 2^1 -f 2^2 + 3ti + 3r2 + 3^3

+ ^8, + 3^2 + 3^3 4- ^1 + 3.% + 7?, + ^7],,

so erhält man die vier bestätiorenden Identitäten:
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22 + 40 = 2.1 + 3.12 + 3.8,

40 + 55 = 2.2 + 2.13 + 2.1 + 3. 6 + 3.15,

55-^46 = 2.2 + 2.16 + 2.4 + 3. 9 + 3.6 + 12,

46 + 22 = 2.1 + 2. 6 + 3.2 + 3.10+18.

Die Benutzung der c-Formel:

3c = 4v~Q-6ii- ^1 - 2(^2 - ^h - 6^2 - ^h- ^i-3^2 - 21^1 -6%

giebt für jene vier Systeme:

3c= 4. 22-40 =48,

3c = 4. 40 -55 -13-2.1 =90,

3c = 4. 55 -46 -16 -2. 4- 6. 6-2.12 = 90,

3c = 4. 46 -22- 6-6.2-6.10-2.18 = 48.

Folglich ist:

^^IJZIÜCV^ =16, ^^lJZWCV^Q = 30y

ii^y0wcvQ^=3Oj ^^ijzivcQ^ =16.

Dass die so gefundene Zahlenreihe für ^^yzwCj nämlich:

16, 30, 30, 16

von rechts gelesen so lautet, wie von links gelesen, folgt auch aus

dem Princip der Dualität.

Ferner hängt diese Zahlenreihe mit anderen Zahlenreihen zu-

sammen durch die erste Incidenzformel. Nach dieser ist:

yWBC = {y^ + W^ {f + 0e)

^y^C^-\- C^We+ y^Se+ We ße-

Man hat nämlich:

fiyc2 = 2, 6, 6, 4; ^'c^w,= ^, 9, 9, 6;

^V-^, = 4, 9, 9, 4; ft^^e-^, = 4, 6, 6, 25

also durch Addition

/aV^c = 16, 30, 30, 16.

Wir finden weiter aus jenen vier Systemen durch die «<; -Formel

:

3«/; = 4. 40-22-6. 12-6.8 =18,
3«<; = 4. 55-40-2. 13- 1-6.6-6.15 = 27,

3^ = 4.46-55-2.16- 4-6.9-12 =27,
3^(; = 4. 22-46-2. 6-18 =12.

^^y0w^ = ii^y^We

Damit haben wir die Zahlenreihe

bestimmt, nämlich:

ii^y0We= Q, 9, 9, 4.

Die V- Formel:
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6v = lQ-v~3^-2d^ ~Ad\ - lÖTi - 9^2 - Org

— Sfj ~ 3^2 — Sfg — 5^1 — O'O'g ~Vi~ ^%
liefert für jene vier Systeme die vier Gleichungen:

6^ = 7.40-22-9.12-9.8 = '7^,

6^ = 7.55-40-2.13-4.1-9. 6-9.15 =126^

6^ = 7.46-55-2.16-4.4-9. 9-3. 6-12=108'
6^^ = 7.22-46-2. 6-3.2-3.10-18 = 42.

Folglich hat die Zahlenreihe ^^ystvv die Werthe:

13, 21, 18, 7.

Diese Zahlenreihe hängt wieder mit anderen Zahlenreihen durch

die erste Incidenzformel zusammen, indem man tjzwv auf zweifache

Weise zerlegen kann, nämlich entweder:

oder auch:

ysivv^ (y^ + We) (v^ + ^,) = y^v^ + ^/0e + We 0e-

Die Anwendung der i/-Formel

3?/ = 2(> + i;-3^-^i-2^2-3Ti-3r2-6T3
- 3^1 - 3^2 - 3f3 - 'O'i

- 3'9'2 - 27]^ - 3^2

gieht für die vier Systeme ^^yztv die vier Gleichungen:

32/= 2. 40 + 22-3. 12-6.8 =18,
32/ = 2. 55 + 40-13-2. 1-3. 6-6.15 =27,
32/ = 2. 46 + 55- 16-2.4-6. 9-3. 6-2.12 = 27,

3^ = 2.22 + 46- 6-3.2-3.10-2.18 =12.
Folglich ist:

/^y^^(; = 6, 9, 9, 4.

Diese Zahlenreihe ist identisch mit der schon bestimmten Zahlen-

reihe ^^y^Wej da immer:

weil Punkt y auf Strahl w liegt.

Wir wenden schliesslich auf die vier Systeme die ^-Formel an:

3^ = 2v + ^ - 3^ - 2dl - (^2 - 3^1 - 3r2 - St.,

— 3fi — 3^2 — 6^3 — 2d'j^ — 3^2 — Vi — ^%)
und erhalten die vier Gleichungen:

3^= 2.22 + 40-3.12-3.8 =24,
3^ = 2.40 + 55-2.13-1-3.6-3.15 =45,
3^ = 2.55 + 46-2.16-4-3.9-6. 6-12 = 45,

3^ = 2.46 + 22-2. 6- 3.2- 6. 10- i8 =18.
Daraus folgt:

^lhjZe^O = ^^0ey^ + ^^^etVe=^S, 15, 15, 6.
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Zweites Beispiel.

Wir gehen aus von der Zahlenreihe iVeq^ und betrachten daher

die Systeme, welche ausser w^ciz nur Potenzen von v und q zu

definirenden Bedingungen haben.

In jedem dieser Systeme sind alle Ausartungszahlen ausser (7,

r^ und ()\ gleich null. Diese aber haben folgende Werthe:

öiüeqz =12, 24, 28, 20, 12, 7,

r2^,^^ = 780, 423, 117,*^), 0, 0,

d^iv^qs^-O, 290, 380, 260, 104, 40.

Diese Werthe, in die (?-Formel eingesetzt, bestätigen die als schon

gefunden vorausgesetzten Zahlenreihen iVe^B und ^Weq^j nämlich:

Weq0 =1788, 1950, 1672, 1148, 660, 343, 165,

;iw,2^= 458, 575, 551, 416, 257, 138.

Aus diesen Zahlenreihen und den obigen Ausartungszahlen findet

man sechs- neue Zahlenreihen, z. B. durch die c-Formel:

cWeqz^SlS, 796, 618, 392, 217, 113,

ferner durch die i(;-Formel:

^,g0= 444, 540, 486, 324, 168, 79,

und durch die ^-Formel:

Weq^0 = 6S4:, 729,. 621, 432, 258, 139.

Noch weitere Mittel zur Berechnung der Anzahlen der C^^ hat

der Verfasser aus dem Princip von der Erhaltung der Anzahl ge-

schöpft (Lit. 34). Darauf soll jedoch hier nicht- eingegangen werden.

Was die nun folgenden Tabellen der Anzahlen der cubischen

Plancurve mit Spitze anbetrifft, so enthält die erste Tabelle die-

jenigen Zahlen, welche man nöthig hat, um die Ausartungsanzahlen

der cubisclien Plancurve mit DoppelpunU (§ 24) und der cubischen

Baumcurve (§ 25) m berechnen. Die zweite Tabelle enthält die

sämmtlichen gesuchten Zahlen bei der Voraussetzung, dass die

Ebene der Plancurve fest ist Die dritte Tabelle enthält namentlich

solche Anzahlen, bei deren Berechnung der Verfasser die schon

oben angegebenen Stammzahlen der Ausartungen durch Rückschlüsse

bestimmen konnte. Auch der Berechnung derjenigen Zahlen, welche

in Iceiner der drei Tabellen angeführt sind, steht sachlich kein Hinder-

niss entgegen, da die vorangehenden Entwickelungen die Ausrech-

nung sämmtlicher gesuchten Zahlen auf das Einmaleins reduciren.

Der besseren Uebersicht wegen sind mehrere Fundamentalzahlen

sowohl in der ersten wie in der zweiten Tabelle angeführt.



136 Vierter Abschnitt.

Zu beachten ist, dass immer die einer a-fachen Bedingung nach-
ge^etäe i*' Zahl angiebt, ivieviel cuhische Plancurven mit Spitze diese

a-fache Bedingung erfüllen, il — a-i gegebene Gerade und i-1 ge-

gebene Ebenen berühren.

Erste Tabelle.

Die in den §|,24 und 25 benutzten Anzahlen.

Die Zahlenreihen sind mit Rücksicht auf die Benutzung bei der
Berechnung der Zahlen y des § 24 geordnet.

^3 _24, 60, 114, 168, 168, 114, 60, 24,

ii:'c = 12, 42, 96, 168, 186, 132, 72,

ii^c' =2, 8, 20, 38, 44, 32;

^2 _384^ 864, 1488, 2022, 2016, 1524, 924, 468, 192,

ift^c =176, 536, 1082, 1688, 1844, 1496, 956, 512,

li'e^ =32, 110, 240, 400, 452, 372, 240,

iV'c^ =2, 8, 20, 38, 44, 32;

ii = 3216, 6528, 10200, 12708, 12144, 9156, 5688, 3090, 1488, 624,
^c =1344, 3576, 6388, 8852, 9108, 7264, 4706, 2688, 1392,
lie' ^248, 740, 1416, 2076, 2216, 1818, 1200, 696,
^c" =20, 68, 144, 232, 2m, 240, 168.

Die Zahlen v^\ v>,...^i« sind 17760, 31968, 44304, 49008,
43104, 30960, 18888, 10284, 5088, 2304, 960,

c =6592, 1480Q, 22336, 25560, 22864, 16672, 10380, 5836,

3040, 1504,

c^ =1168, 2896, 4592, 5408, 4952, 3708, 2376, 1392, 768,
c^ =96, 264, 448, 556, 540, 436, 304, 208.

li^q_ =18, 51, 105, 168, 177, 123, m,
ii'qc = 7, 25, 58, 85, 79, 52,

^'qc^=l, 4, 10, 13, 10;

^'q =268, 670, 1228, 1771, 1846, 1453, 910, 478,
^^qc =98, 302, 613, 852, 839, 628, 382,
^2^c2=16, 55, 120, 164, 154, 106,

^'qc'=l, 4, 10, 13, 10;

iiq =2088, 4620, 7550, 9769, 9618, 7448, 4735, 2655, 1344,
iiqc =708, 1890, 3361, 4296, 4092, 3073, 1935, 1086,

iiqc^ =118, 349, 660, 846, 799, 603, 384,
^qc' =9, 30, 62, 79, 75, 54;
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q =10568, 20120, 28220, 30930, 26912, 19238, 11790, 6515,

3320, 1592,

qc =3208, 7060, 10270, 11058, 9354, 6558, 4025, 2270, 1208,

qc' =508, 1210, 1812, 1944, 1638, 1163, 740, 452,
q.c^ =38, 98, 152, 162, 137, 98, 68.

^'w =72, 132, 186, 168, 96, 42, 12,

ii^wc =52, 106, 166, 166, 106, 52,

ii^wc^=lO, 22, 37, 40, 28;

^'w =1024, 1696, 2200, 2014, 1360, 724, 316, 100,
^^wc =656, 1184, 1666, 1662, 1244, 736, 364,

iihvc':^136, 262, 390, 407, 316, 196,

^hüc^=^10, 22, 37, 40, 28;'

^tv =7632, 11424, 13544, 11956, 8160, 4532, 2224, 954, 336,
^wc =4320, 6912, 86H0, 8184, 6036, 3640, 1962, 960,
^wc' =904, 1528, 2010, 1980, 1528, 954, 528,
^wc^ =84, 156, 224, 241, 210, 144;

w =36704, 48416, 50576, 41136, 26912, 14864, 7416, 3356,

1376, 512,

WC = 17536, 23728, 24688, 20292, 13728, 8016, 4268, 2108, 992,
wc^ =M12, 4864, 5160, 4374, 3096, 1892, 1064, 560,
wc^ =320, 476, 530, 486, 380, 260, 176.

^^qe =5, 17, 38, 47, 35, 20,

^'qec=l, 4, 10, 13, 10;

li'qe =-66, 192, 373, 452, 387, 256, 142,

^'qeC = U, 47, 100, 126, 110, 74,

^'qec'=l, 4, 10, 13, 10;

^qe =460, 1150, 1945, 2220, 1876, 1255, 735, 390,

MeC =98, 281, 516, 614, 533, 363, 216,

meC^=9, 30, 62, 79, 75, 54;

qe =2040, 4164, 5678, 5650, 4402, 2850, 1649, 878, 440,

qeC =412, 946, 1364, 1388, 1098, 727, 436, 244,

qec^ =38, 98, 152, 162, 137, 98, 68.

^'we =32, 44, 38, 20, 8, 2,

^%.c = 28, 40, 37, 22, 10,

iihv,c'=.6, 9, 9, 6;
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^^We =408, 516, 454, 290, 144, 58, 16,

ii'wec =308, 398, 370, 261, 146, 68,

^2^,0^ = 70, 94, 91, 67, 40,

^^WeC^=6, 9, 9, 6;

^tve =2728, 3148, 2674, 1734, 904, 418, 168, 54,

iiwec = 1772, 2054, 1812, 1262, 722, 372, 174,

iiwec^ =402, 480, 440, 322, 192, 102,

iiw.c^ =42, 54, 54, 45, 30;

We =11472, 11616, 9080, 5650, 2944, 1392, 596, 230, 80,

tv,c =5968, 5752, 4442, 2846, 1584, 808, 382, 172,

tVeC^ = 1256, 1214, 962, 648, 380, 206, 104,

tvec^ =126, 126, 108, 81, 54, 36.

ii^'qw =32, 71, 119, 128, 89, 47,

ii^qtvc = 19, 49, 73, 67, 43,

ii^qtvc^^S, 9, 12, 9-,

^^qw =444, 864, 1288, 1349, 1050, 649, 334,

^^qtvc =240, 522, 725, 697, 507, 300,

^^qwc^= U, 107, 146, 134, 90,

^''qwc^= 3, 9, 12, 9;

^qw =3224, 5540, 7352, 7225, 5498, 3404, 1855, 907,

iiqwc = 1564, 2908, 3679, 3404, 2464, 1489, 803,

^qwc'' =296, 599, 756, 691, 503, 311,

liqwc^ =25, 58, 73, 67, 47;

qtv = 14904, 21960, 24700, 21416, 14920, 8774, 4650, 2255, 1016,

qtvc =6104, 9140, 9664, 7884, 5290, 3114, 1685, 854,

qtvc^ =1084, 1696, 1760, 1418, 970, 599, 356,

qwc'' =88, 148, 150, 122, 85, 58.

^^qeW =9, 27, 36, 27, 15,

ii^qewc =3, 9, 12, 9;

^^q,w =104, 260, 335, 290, 191, 104,

^h2,tvc =34, 85, 109, 94, 62,

^''qewc^=^3, 9, 12, 9;

^qeW =660, 1380, 1669, 1424, 936, 535, 275,

^qetvc =212, 443, 532, 450, 293, 167,

^iqetvc^ =25, 58, 73, 67, 47;

qetv =2632, 4276, 4504, 3510, 2194, 1222, 621, 294,

qewc =764, 1220, 1230, 932, 590, 339, 180,

qewc^ =88, 148, 150, 122, 85, 58.



Die Berechnung von Anzahlen cfurch Ausartungen. . 139

^^qwe =18, 27, 27, 18, 9,^

ii^qWeC = 15, 18, 15, 9,

ii^qWeC^^S, 3, 2;

ii^qwe =212, 287, 281, 209, 125, 62,

^\iv,c =151, 175, 154, 106, 60,

f(,2gif7,c2 = 33, 36, 30, 19,

li^qwec^ = ^, 3, 2;

liqive =1326, 1623, 1507, 1100, 657, 346, 163,

^qtv^c =803, 875, 748, 513, 296, 153,

^qiVeC'' =175, 184, 154, 106, 63,

liqtVeC^ = 18, 18, 15, 10;

qive =5116, 5410, 4504, 3024, 1708^871, 405, 174,

qwec =2366, 2246, 1716, 1094, 617, 321, 156,

qwec'' =460, 418, 312, 203, 121, 70,

qwec^ =42, 36, 27, 18, 12.

= 9, 9, 6, 3.

^^qeWeC =3, 3, 2:

[l^qe'i^e

^i^qeWeC =27, 27, 21, 13,

^^q,WeC^= 3, 3, 2;

^qetve =401, 395, 308, 191, 104, 51,

^qeWeC =133, 130, 100, 61, 33,

^q.WeC^ = 18, 18, 15, 10;

qeWe =1110, 1032, 754, 446, 237, 115, 52,

QetUeC =334, 292, 204, 122, 67, 34,

qeWeC'' =42, 36, 27, 18, 12.

Zweite Tabelle.

Sämmtliche Fundamentalzahlen der in fester Ebene liegenden

cubischen Plancurve mit Spitze.

Hier sind immer alle Bedingungssymbole msammengefasstj

welche in Bezug auf die Bestimmung des Singularitätendreiecks

dasselbe aussagen. Fortgelassen sind nur diejenigen Anzahlen, welche

sich gemäss der ersten Incidenzformel, also nach der Analogie von

durch Addition zweier der obigen Anzahlen ergeben. Da ^^Qe= ^^g"^

ist, wenn der Strahl g in der Ebene ft liegt, so konnte iv'^^ g^, z^
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statt iVe^'g_et ^e gcsetzt werdeii. Da .die in fester Ebene liegende

cubische Plancurve mit Spitze dual sicli selbst entspricht, so konnte

folgende Anordnung für die Zahlenreihen getroffen werden.

Die einer a-fachen Bedingung nachgeseMe i*^ Zahl ist die Zahl

derjenigen Curven, welche j in fester Ebene liegend, diese a-fache Be-

dingung erfüllen, dabei durch 8 — cc — i in dieser Ebene gelegene, ge-

gebene PunUe gehen und i — 1 in dieser Ebene liegende, gegebene Ge-

rade berühren. Dagegen ist die Zahl, welche einer «-fachen Be-

dingung als ^*'^ vorangeht, die Zahl der Curven, welche, in fester

Ebene liegend, diese «-fache Bedingung erfüllen, dabei durch i — l

in dieser Ebene liegende, gegebene Punkte gehen und 8—a-i in

dieser Ebene liegende, gegebene Gerade berühren.

Die schon von Maillard und Zeuthen (Lit. 34) bestimmten

Elementarzahlen /it^i/'^, ft^i/^^,...ft^^^ sind:

24, 60, 114, 168, 168, 114, 60, 24.

c = 12, 42, 96, 168, 186, 132, 72 ==w,

v = 66, 123, 177, 168, 105, 51, 18 = q,

y/ = 48, 96, 150, 168, 132, 78, 36 ^0.

y^ =20, 44, 74, 74, 44, 20 =/^;

cv =47, 89, 128, 119, 71, 32 =wq,
cy =32, 62, 92, 92, Q2, 32 =wz,
vy = b9, 89, 92, 65, 35, 14 =q0,
cw= 52, 106, 166, 166, 106,b2 = wc,

i;^ = 34, 79, 139, 139, 79, 34 =qv,

ys=U, 70, 112, 112, 70, 34 =zy.

cz"

c^q

cq^

1=4, 10, 19, 22, 16 =p^
1=1,4,10,13,10 =(;;;^

^':UlO, 19,28,22, 7 =1^'^,

c^w =10, 22, 37, 40, 28 =^w^c,

v^q =10, 22, 37, 31, 10 = ^^^,

y'z =10, 22, 37, 34, lß = 0hj',
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c^v = 9, 18, 21, 21, IS = w^q,

c^y = ß, 12, 18, 18, 12 = tv'0,

vhj = 16, 21, 18, 9, ^ = q^0,

v'c =17, 21, 36, 21, 9 = qhv,

t/c=12, 30, 36, 24, 12 = ^hv,

tfv=21, 30, 21, 15, ß = 0^q,

cvy==33, 48, 45, 27, 12 = tvq0.

cH^
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v'^C(f

vzc^q

v^zcq

vz^q^

vz^cq

czv'^w

CZ'ÜW^

c^zvw

cz^w^

cz'^vw

y^v^z

y'^vz'^

ywv^z

ywvz^

y^ivz^

y^wvz

ytv^z^

yw^vz

C"v"y

c^zvy

cz^vy

czv^y

v^wyc

vwy^c

viv'^yc

y^f^v

y^qcv

yqc^v

yq^cv

1, 3, 3 =

2, 3, 1=

-2,3,3* =

4 3

3, 3, 2

(fivy"^

qytv'^v

qytvv^

q^yv^

q^ytvv

qy^v^

qy^wv^

tv^q^c

iv'^qc^

nnfffc

tvyqc^

w^yc^

w^yqc

ivy'^c^

wy'^qCj

'zh/y

zhp/

zc(fy

zcqy'^

z'^cy'^

z^cqy

zc^y'^

zc\y'^

w^cfz

w^yqz

wy(fz

wy^qz,

q^z'^w

q^czw

qcz'^tv

qc^zWj

z'^w^q

z^vivq

zvw'^q

zv^wq.

* Statt dieser Zahl ist in

falsche gedruckt.'

den Gott. Nachr. (1875, Maiheft, p. 386) eine
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Ist endlich das Singularitätendreieck vollständig bestimmt, so gieht

es eine einzige Ctirve, welche dieses Dreicclc als Singiüaritätendreiec'k

hat und ausserdem durch einen gegebenen Funkt geht, resp. eine gegebene

Gerade berührt.

Dritte Tabelle.

SonstigeZahlen. ^

lf}v =932, 1562, 2054, 1931, 1358, 767, 362, 134,

^v =6888, 10380, 12382, 11039, 7650, 4348, 2195, 987, 384,

V =32728, 43096, 44692, 35766, 22864, 12298, 6006, 2677,

1096, 424;

^iH^ =284, 452, 564, 481, 290, 129, 42,

^v^ =2096, 3008, 3414, 2805, 1730, 846, 363, 129,

v^
' =9880, 12328, 12044, 8810, 4952, 2250, 918, 339, 120;

F^ =312, 684, 1146, 1518, 1512, 1182, 744, 396,

F =2064, 3936, 5736, 6642, 6096, 4584, 2916, 1686, 912,

P2 =240, 504, 804, 1014, 1008, 840, 564.

ii'wqz = 172, 340, 508, 535, 418, 257,

^ivqz = 1272, 2220, 2960, 2929, 2250, 1412, 775,

wqz =5912, 8840, 9980, 8640, 6008, 3542, 1890, 935;

ii^Weqz ^12, 99, 99, 75, 45,

^iveqz =458, 575, 551, 416, 257, 138,

WeC[z =1788, 1950, 1672, 1148, 660, 343, 165;

liHüeqeZ=21, 21, 21, 13,

iiiVeqeZ =135, 135," 108, 69, 38,

WeqeZ =378, 360, 270, 162, 87, 43.

^^c^qtüv='4:^ 6, 5,

iic^qtvv =26, 36, 33, 25;

li'^civ.v =99, 121, 100, 58, 22,

li^cwv =496, 700, 741, 569, 325, 136

li^cyvtv =244, 277, 217, 124, 52,

iv'cwz =280, 516, 734, 715, 510, 280^

ii^civy =456, 706, 732, 551, 322, 156,

li^civyz = 184, 302, 308, 218, 214.
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§ 24.

Anzahlen für cubische Plancurven mit Doppelpunkt (Lit. 34).

Nacli derselben Methode, wie in § 23 die Anzahlen der aj"

berechnet sind, kann man auch die Anzahlen der cubischen Plan-

curve vierten Ranges Q* bestimmen. Da die Methode in § 23 aus-

führlich erläutert ist, so wird hier die Mittheilung der Resultate

n. Wir bezeichnen auch hier

mit fi die Bedingung, dass die Ebene der O3* durch einen

gegebenen Punkt gehen soll,

mit V die Bedingung, dass sie eine gegebene Gerade schnei-

den soll,

mit Q die Bedingung, dass sie eine gegebene Ebene be-

rühren soll.

Die Bedingung P, dass sie durch einen gegebenen Punkt gehen

soll, ergiebt sich dann nach den Incidenzformeln (pag. 40) aus

und die Bedingung T, dass sie eine gebene Gerade berühren soll,

aus

Was die Singularitäten der O^^ angeht, so bezeichnen wir mit

h ihren Doppelpunkt,

p jede ihrer beiden Doppelpunktstangenten,

f jede ihrer drei Wendetangenten,

V jeden ihrer drei Wendepunkte,

u jeden der drei Schnittpunkte zweier Wendetangente 11,

s den Wendepunktsstrahl, d. h. den Strahl, auf welchem

die drei Wendepunkte liegen.

Demgemäss ist z. B. (pag. 39):

Von Ausartungen der O3* hat der Verfasser, zum grösseren Theil

durch homographische Abbildung, zum kleinern Theil durch Rück-

schlüsse aus berechneten Anzahlen, die folgenden aufgefunden.

1. Die schon von Maillard und Zeuthen erkannte Ausartung %-

Sie besteht aus einem Ordnungskegelschnitt h und einer Ordnungs-

geraden a, welche Ic in zwei verschiedenen Punkten schneidet, von

denen der eine h der Doppelpunkt, der andere e ein zweifacher

Rangpunkt ist. Der Kegelschnitt k ist natürlich zugleich Rangkegel-



Die Berechnung von Anzahlen durch Ausartungen. 145

schnitt. Die Kegelschnitttangente in h ist die eine, die Ordnungs-

gerade die andere Doppelpunktstangente. Die drei Wendetangenten

fallen sämmtlich in die Kegelschnitttangente, welche in e berührt,

so dass die drei Wendepunkte in e coincidiren. ^
2. Die auch schon von Maillard und Zeuthen erkannte Aus-

artung y hat als Ordnungscurve eine Curve h dritter Ordnung dritten

Ranges. Ihre Tangenten sind die Tangenten dieser Curve und die

Strahlen des Strahlbüschels, welcher seinen Scheitel in der Spitze c

der Curve hat. Der Doppelpunkt von y fällt mit c und die beiden

Doppelpunktstangenten mit der Rückkehrtangente q von Je zusam-

men. Von den drei Wendetangenten fällt die eine mit der Wende-
tangente tu von Je und die beiden andern fallen mit q zusammen,

so dass ein Wendepunkt in den Wendepunkt v von Je fällt, zwei

Wendepunkte mit c zusammenfallen und der Wendepunktsstrahl s

zu der Yerbindungsgeraden ^ von c und v wird. Von den drei

Punkten u fällt der eine in c und die beiden andern fallen in den

Schnittpunkt y von tv und q. Man beachte, dass für das Theil-

gebilde Je von y die Bezeichnungen des § 23 beibehalten sind.

3. Die Ausartung % besteht aus drei Ordnungsgeraden a, welche

sich in einem vierfachen Rangpunkte e schneiden. Die drei Wende-
tangenten /", die beiden Doppelpunktstangenten 'g und der Wende-
punktsstrahl s sind sechs durch e gehende, untereinander und von

den Ordnungsgeraden verschiedene Strahlen, so dass der Doppel-

punkt &, die drei Wendepunkte v und die drei Punkte u va e coin-

cidiren. Bie ganze Ausartung ist endliclideutig bestimmt, sobald fünf
von den neun StraJilen durch e gegeben sind. Bezeichnet man mit

«2 resp. «3 die Bedingungen, dass von den Ordnungsgeraden zwei

resp. drei verschiedene, zwei resp. drei gegebene Gerade schneiden,

und bezeichnet man ferner mit f^ resp. ^ die analogen Bedingungen

für die drei Wendetangenten, so kann man die StammzaJilen in

folgender Weise angeben:

x^^e^a^f^ = ^j T^^e^a^f^ = ^j

T^^ea^f^ =27, t^e^a^f^ =54.
4. Die Ausartung 8 hat folgende Definition, d besteht aus einer

einfachen Ordnungsgeraden a und einer zweifachen Ordnungsgeraden

^, welche sich in einem dreifachen Rangpunkte e schneiden. Auf

g liegt ein einfacher Rangpunkt d. Die drei Wendetangenten
/J

die beiden Doppelpunktstangenten p und die Wendepunktsgerade s

sind sechs Strahlen durch e, welche unter einander und von a und

g verschieden sind, so dass &, die drei v und die drei u m e coinci-

Schubert, Kalkül der abzählenden Geometrie. 10
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diren. Das ganze StraJilenoctupel durch e ist endlicMeutig hestimmt,

sobald vier von den acht Strahlen gegeben sind. Diese Lagebeziehung

wird durch gewisse Stammzalilen ckarakterisirt, von denen der Ver-

fl^ser die folgenden bestimmt bat. ^ ^^d f^ baben dieselbe Be-

deutung wie bei t.

d^'e'agf,-=S, ^ftV^/;=l, ä^'eW,-^^ ^ii'eagf.^l,

d^e^agf^ = 16.

5. Die Ausartung S besteht aus einer dreifachen Ordnungs-

geraden g, auf welcher zwei zweifache Rangpunkte liegen, von denen

der eine zugleich Doppelpunkt ist. Letzterer soll daher b, der

andere Rangpunkt e heissen. Durch b gfehen die beiden Doppel-

punktstangenten p und zwei Wendetangenten f,
welche vier Strahlen

unter einander und von g verschieden sind, so dass im Punkte b

zugleich zwei Punkte v und ein Punkt u liegen. Die dritte Wende-

tangente geht durch e und ist von g verschieden, so dass der dritte

Punkt V mit e coincidirt. Diese dritte Wendetangente schneidet die

beiden anderen in den beiden anderen Punkten u. Der Strahl s

coincidirt mit g. Das durch b gehende Strahlenquintupel ist endlich-

deutig bestimmt, sobald drei von den fünf Strahlen gegeben sind, und

mar eindeutig, wenn g und die beiden f gegeben sind.

6. Die Ausartung % besteht aus einer zweifachen Ordnungs-

geraden g und einer einfachen Ordnungsgeraden a, welche sich in

einem vierfachen Rangpunkte e schneiden. Der Doppelpunkt b ist

ein von e verschiedener Punkt auf g, so dass die beiden Doppel-

punktstangenten p mit g coincidiren. Die drei Wendetangenten f

und die Wendepunktsgerade s sind vier durch e gehende, unter ein-

ander und von a und ^ verschiedene Strahlen, so dass die drei

Punkte V und die drei Punkte u in e coincidiren. Das Strahlen-

sextupel durch e ist endlichdeutig bestimmt, sobald vier von den sechs

Strahlen gegeben sind, und zwar ist, wenn f^ und f^ dieselbe Be-

deutung wie bei d haben, genau wie dort:

Kii'e'agf, = ^, x^'e'gf,= l, x^i^eWs^^. ^^'eagf, = l.

7. Die Ausartung g' besteht aus einer dreifachen Ordnungs-

geraden g, auf welcher zwei zweifache Rangpunkte e und d liegen.

Durch e geht eine nicht mit g zusammenfallende Wendetangente,

ebenso durch e\ Die dritte Wendetangente fällt mit g zusammen,

ihr Wendepunkt ist ein von e und e' verschiedener Punkt auf g-,

die beiden anderen Wendepunkte müssen mit e und e' coincidiren,

ebenso zwei von den drei Punkten u. Der Doppelpunkt b ist ein
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von den drei übrigen ausgezeichneten Punkten verschiedener Punkt

auf Qj so dass die beiden Doppelpunktstangenten mit g coincidiren.

Das PunJctqtiadrupel auf g ist endlichdmtig bestimmt, wenn von den

vier Funkten drei gegeben sind, und Buxir eindeutig, sowohl wenn e,

^, b, wie auchj wenn e, e', v gegeben sind.

8. Die Ausartung e besteht aus einer dreifachen Ordnungs-

geraden g, auf welcher vier einfache Rangpunkte d liegen. Die

drei Wendepunkte v, die drei Punkte u und der Doppelpunkt b sind

sieben unter einander und von den vier Rangpunkten d verschiedene

Punkte, so dass die drei f, die beiden p und der Strahl s mit g
coincidiren. Die elf auf g liegenden PunJcte sind in ihrer Lage der-

artig von einander abhängig, dass ihre Gesammtheit endlichdeutig be-

stimmt ist, sobald fünf von ihnen gegeben sind. Von den Zahlen,

welche diese Abhängigkeit charakterisiren, hat der Verfasser nur

die folgenden bestimmt, d^ resp. fZ^ bezeichne, dass von den vier

Rangpunkten drei resp. vier verschiedene auf gegebenen Ebenen

liegen sollen.

£li^gedj)=12, B^^ged^v=12, eii^ged^bv=lS, £^^gdJ)v=QO.

9. Die Ausartung %• besteht aus einer einfachen Ordnungs-

geräden a und einer zweifachen Ordnungsgeraden g, welche sich in

einem zweifachen Rangpunkte e schneiden. Auf g liegen zwei ein-

fache Rangpunkte d^ die drei Punkte v, die drei Punkte u und der

Doppelpunkt b, so dass in g die drei f, die beiden p und s coinci-

diren. Die zehn auf g liegenden PunJcte sind in ihrer Lage derartig

von einander abhängig, dass ihre Gesammtheit endlichdeutig bestimmt

ist, wenn vier von ihnen gegeben sind. Von den Zahlen, welche diese

Abhängigkeit charakterisiren, hat der Verfasser die folgenden be-

stimmt. (Zg i*esp. d^ bezeichne, dass jeder der beiden einfachen Rang-

punkte resp. dass einer von ihnen auf einer gegebenen Ebene liege.

d'^^geed^b^l, ^ii^geed^v = 2, ^^^geed^bv = 2,

x^^^ged^bv=\, ^^^ged^bv=b.

10. Die Ausartung rl besteht aus einer dreifachen Ordnungs-

geraden g, auf welcher ein doppelter Rangpunkt e und zwei ein-

fache Rangpunkte d liegen. Durch e geht eine nicht mit g zu-

sammenfallende Weridetangente, so dass in e ein Wendepunkt liegt.

Die beiden anderen Wendepunkte sind zwei von den Rangpunkten

verschiedene Punkte auf g, so dass in g zwei Wendetangenten co-

incidiren. Von den drei Punkten u fallen also zwei in e und einer

liegt auf g, verschieden von den anderen ausgezeichneten Punkten.
^ • 10*
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Auch der Doppelpunkt liegt auf g, ohne mit einem der eben er-

wähnten Punkte zu coincidiren. Hiernach müssen auch der Strahl

s und die beiden p mit g coincidiren. Die sieben ausgezeichneten

Punlcte liegen auf g derartig, dass ihre Gesammtheit dureh vier von

ihnen endlichdeutig bestimmt wird, 0. JB. dreideutig, wenn der doppelte

Bangpunlctj die beiden einfachen Bangpunkte und der Doppelpunlct ge-

geben ist.

11. Die Ausartung ö' besteht aus einer einfachen Ordnungs-

geraden a und einer doppelten Ordnungsgeraden g^ welche sich in

einem dreifachen Rangpunkte e schneiden. Ausserdem liegen auf g,

getrennt von einander, der einfache Rangpunkt d^ der Doppelpunkt

bj einer der drei Punkte u und ein Punkt v^^ welcher zwei Wende-

punkte in sich vereinigt, so dass in g zwei Wendetangenten coinci-

diren. Die dritte Wendetangente coincidirt mit a und ihr Wende-

punkt V ist ein von e verschiedener Punkt auf ihr. Die beiden p
fallen mit g^ die beiden anderen u mit e zusammen. Der Strahl s

verbindet v^ mit v. Die Gesammtheit der fünf auf g liegenden aus-

gezeichneten Funkte wird durch drei von ihnen endlichdeutig bestimmt,

z. B. eindeutig, wenn e, d, b, v gegeben ist.

12. Die Ausartung ip besteht aus drei einfachen, sich in drei

verschiedenen Punkten schneidenden Ordnungsgeraden. Von diesen

drei Schnittpunkten sind zwei zweifache Rangpunkte, sie mögen e

und e' heissen, der dritte Schnittpunkt ist der Doppelpunkt b, so

dass die beiden p in die beiden b anliegenden Ordnungsgeraden

fallen. Auf der dritten, e und e' verbindenden Ordnungsgeraden g

liegen getrennt von einander die drei Punkte v und die drei Punkte

u, so dass sowohl die drei f als auch der Strahl s mit g coinci-

diren. Die Gesammtheit der acht auf g liegenden Punkte ist durch

drei von ihnen endlichdeutig bestimmt, z. B. eindeutig, wenn e, d und

einer der drei Punkte v gegeben ist.

13. Die Ausartung r] besteht aus einer dreifachen Ordnungs-

geraden g, auf welcher ein zweifacher Rangpunkt e, zwei einfache

Rangpunkte d und ein Wendepunkt v liegen, so dass eine Wende-

tangente mit g zusammenfällt.' Die beiden anderen Wendetangenten

und die beiden Doppelpunktstangenten sind Strahlen durch e, so

dass in e der Doppelpunkt, zwei Wendepunkte und die drei Punkte

u vereinigt liegen. Der Wendepunktsstrahl 5 coincidirt also mit g.

Das ganze Gebilde ist eindeutig bestimmt, tvenn die Lage der Ordnungs-

geraden, der BangimnJcte und der beiden nicht mit g coincidirenden

Wendetangenten gegeben ist.
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Jedes der eben für die 13 Ausartungen angegebenen Symbole

bezeichnet zugleich die einfache Bedingung, welche eine C<^ dadurch

erfüllt, dass sie in der beschriebenen Weise ausartet. Die mit den-

selben Buchstaben bezeichneten, also nur durch das Stricheln der-

selben unterschiedenen Ausartungen, stimmen im Ort ihrer Punkte

und ihrer Tangenten genau überein. Diejenigen Systeme, zu deren

Bestimmung ausser den Bedingungen ^ij v, q nur Wendetangenten-

bedingungen gegeben sind, enthalten von den 13 Ausartungen nur

folgende sechs:

X, r, T^7 ^7 Vy 5-

Die besprochenen 13 Ausartungen sind ferner die einzigen,

welche in solchen einstufigen Systemen vorkommen, aus denen die

unten zusammengestellten Anzahlen hervorgehen können. Für solche

Systeme hat der Verfasser 23 Formeln abgeleitet, welche die 13

Ausartungsbedingungen einerseits mit den neun Bedingungen

f^; ^? Qy ^y fy Py ^; ^; ^

andererseits verbinden. Wir lassen die 23 Formeln hier folgen,

führen aber von den 13 Ausartungsbedingungen nur % und y ein,

und fassen die übrigen 11, der Kürze wegen, durch Symbole a zu-

sammen. Zur Erläuterung der Entstehung dieser Formeln geben

wir nur an, welche Coincidensen bei jeder Formel gesucht werden,

und denken uns bei diesen Angaben die Ebene des vorausgesetzten

einstufigen Curvensystems als fest

Formeltabelle für die Og^.

1. Die Bestimmung der Zahl der Curven, bei denen der Doppel-

punkt h auf einer Wendetangente f liegt, giebt: ^

3& + /-=3ft + 37 + «i.

2. Die Bestimmung der Zahl der Curven, bei denen ein v auf

einem p liegt, giebt:

2v + 3p= 6^ -f ;t H- 6y + «2-

3. Die Bestimmung der Zahl der Curven, bei denen ein u auf

einem jö liegt, giebt:

2w + 3jp = 6/Lt + % -f 5y + «3-

4. Die Bestimmung der Zahl der Curven, bei denen h auf s

liegt, giebt:

5. Die Bestimmung der Zahl der Curven, bei denen ein u auf

s liegt, giebt:
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6. Die Bestimmung der Zahl der Curven, bei denen von den

Schnittpunkten mit einer beliebigen Geraden zwei zusammenfallen,

7. Die Bestimmung der Zahl der Curven, bei denen von den

vier Tangenten aus einem beliebigen Punkte zwei zusammenfallen,

8. Die Bestimmung der Zahl der Curven, bei denen zwei

Wendetangenten zusammenfallen, giebt:

9. Die Bestimmung der Zahl der Curven, bei denen zwei

Wendepunkte zusammenfallen, giebt:

4^ = 65 + 2;t + 37 + «9-

10. Die Bestimmung der Zahl der Curven, bei denen zwei

Eckpunkte des Wendetangentendreiseits zusammenfallen, giebt:

4:U^2f-{-2x + y-\-cCio'

11. Die Bestimmung der Zahl der Curven, bei denen die beiden

Doppelpunktstangenten zusammenfallen, giebt:

12. Die Bestimmung der Zahl der Curven, bei denen von den

Tangenten aus einem beliebigen. Punkte eine durch den Doppel-

punkt geht, giebt:

Q + 4:h = 2p + 'y-\-a^2'

13. Die Bestimmung der Zahl der Curven, bei denen von den

Schnittpunkten mit einer beliebigen Geraden einer auf einer Wende-

tangente liegt, giebt:

14. Die Bestimmung der Zahl der Curven, bei denen von den

Schnittpunkten mit einer beliebigen Geraden einer auf einer Doppel-

punktstangente liegt, giebt:

15. Die Bestimmung der Zahl der Curven, bei denen von den

Tangenten aus einem beliebigen Punkte eine einen Punkt u ent-

hält, giebt:

:) ^ + 4zi= 4;^ -f 2/'-f ;^ + «15-
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16. Die Bestimmung der Zahl der Curven, bei denen von den

Schnittpunkten mit einer beliebigen Geraden einer auf der Wende-

punktsgeraden s liegt, giebt:

1/ + 3s= 3 ft + V -f «16-

17. Die Bestimmung der Zahl der Curven, bei denen der

Strahl s mit einem Strahl f zusammenfällt, giebt:

18. Die Bestimmung der Zahl der Curven, bei denen auf einer

aus einem beliebigen Punkte gezogenen Tangente der Berührungs-

punkt mit dem dritten Schnittpunkte zusammenfällt, giebt:

19. Die Bestimmung der Zahl der Curven, bei denen auf der

Verbindungsgeraden eines beliebigen Punktes mit dem Doppelpunkte

dieser letztere mit dem dritten Schnittpunkte zusammenfällt, giebt:

20. Die Bestimmung der Zahl der Curven, bei denen die Tan-

gente eines auf einer beliebigen Geraden erzeugten Schnittpunktes

mit einer der beiden andern von diesem Schnittpunkte ausgehenden

Tangenten zusammenfällt, giebt:

2v + 3(> = 6^-f 2i; + «2o-

21. Die Bestimmung der Zahl der Curven, bei denen eine

Wendetangente zusammenfällt mit einer der beiden andern Tan-

genten, die von dem Schnittpunkte der Wendetangente und einer

beliebigen Geraden ausgehen, giebt:

2/*+3^ = 6fi-f 2^;4-2;C-f «21-

22. Die Bestimmung der Zahl der Curven, bei denen die beiden

anderswo berührenden Tangenten, welche von einem Schnittpunkte

mit einer beliebigen Geraden ausgehen, zusammenfallen, giebt:

2vH-2^ = 6/x + 26 + 2;t + «22.

23. Die Bestimmung der Zahl der Curven, bei denen die

beiden, von dem Schnittpunkte einer Wendetangente mit einer be-

liebigen Geraden ausgehenden und von dieser Wendetangente ver-

schiedenen Tangenten zusammenfallen, giebt:

2/^+6() = 6i^-f 6«f-f «28-

Wie die 23 Symbole a von den oben definirten Ausartungsbeding^-

ungen abhängen, mögen die folgenden drei Beispiele verdeutlichen:
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a, =12.r + 6.d + 3.g4-6.r + 0.£+l.^

4-2.i/; + 2.d' + 3.i?'+12.z,

a,,= 4.r + 3.d + 2.g4-0.e'4-0.£ + 0.^

+ 0..1/^ + 0. d' + O.t^' + O.^.

Aus diesen 23 Formeln erhält man mit 15 Bestätigungen acht

Hauptformeln, welche jede der acht Bedingungen

als Function von X, V. h f. P. -> ^^. ^ •

^, V, Q und r, d, g, i', e,^ ^, i/;, d', n^ ^

darstellen. Diese acht Hauptformeln sind:

1) 3()-2i/ = 2;t+6Tr + 3d

2) 2v-4.ii=r +2r + 2(J + 6t? + 2?

+ 4g'4-4£4-2'^+l^' + 4t?' + 2^,

3) 2i;-i(>-3fi=Z> +id + 37^ + g

+ 3g' + 3£+l^ + i^'4-3t?' + lJc,

4) . |^=/' + 3r + !^ + 2t? + U

5) 3v-i()-4^=p + lr + td^ + 6^ + 2g

6) i/ + |(>-3ft=^ +3r + |(^ + 3i?+U
+ 3g' + 3« + 2^+l^ + fö' + 3t2'4-3x,

-f2S' + l£+l^+li^ + i^' + l^' + 2jc,

8) 4()=s+lr + i^

Mit Hilfe dieser Formeln kann man zu sehr vielen Anzahlen

der Cs'^ gelangen, vorausgesetzt, dass für sehr viele Systeme die

dreizehn Ausartungsanzahlen berechnet vorliegen. Die Berechnung

der Ausartungssymbole geschieht nach derselben Methode wie bei

der ^3^ in § 23. Man braucht dazu bei den y enthaltenden Sym-

bolen'die Anzahlen des § 23, bei den % enthaltenden Symbolen die

Anzahlen des § 20; z. B.

wo die Bedingungen v, Q, c rechts vom Gleichheitszeichen auf die-

jenige cubische Plancurve mit Spitze zu beziehen sind, welche als

Theilgebilde der Ausartung y auftritt. Also ist

yv'Q^^= 43104 4- 4i . 25560 + 4^ . 4592 + ^^ •
264

= 173952.
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Ferner ist ;ti/^()*= %(w4-ö^)^(^ + 2e)*, wo w, a, r, e auf den

Kegelschnitt von % zu beziehen sind, und n resp. r bedeuten, dass

derselbe eine gegebene Gerade schneide resp. eine gegebene Ebene

berühre. Demnach ergiebt sich ans den Zahlen des § 20:

Xv'q^= 153984..

Es folgen nun einige Tabellen von Ausartungsanmhlen, und

zwar namentlich von solchen, aus denen die vom Verfasser berech-

neten, auf die C^^ bezüglichen Anzahlen hervorgehen. In jeder

Reihe bezeichnet die einer a-fachen Bedingung nachgesetzte i^^ Zahl die

Anzahl derjenigen Ausartungen ^ welche diese Bedingung erfüllen, i— 1

gegehefie Ebenen berühren und 11— a — i gegebene Gerade schneiden.

Tabelle von Zahlen %.

X^^ = 42, 114, 260, 480, 588, 422, 144, 0.

X^^ = 672, 1652, 3424, 5840, 7264, 6452, 3952, 1344, 0.

X^ = 5640, 12568, 23632, 36864, 44040, 39820, 26968,

13452, 4224, 0.

X = 31320, 62160, 103328, 141792, 153984, 130960, 86560,

44088, 16072, 3984, 0.

X^^f = 171, 390, 720, 882, 633, 216, 0.

X^^f =2478, 5136, 8760, 10896, 9678, 5928, 2016, 0.

X^f = 18852, 35448, 55296, 66060, 59730, 40452, '20178,

6336, 0.

Xf = 93240, 160992, 212688, 230976, 196440, 129840,

66132, 24108, 5976, 0.

Xii^fe = 60, 108, 126, 87, 27, 0.

Xii^'fe = 777, 1290, 1536, 1320, 783, 252, 0.

Xiife = 5292, 8034, 9240, 8118, 5364, 2592, 774, 0.

Xfe = 22860, 30492, 32064, 26580, 17154, 8460, 2922, 684, 0.

X^We = 12, 18, 12, 3, 0.

j^^'^efe = 165, 240, 216, 126, 36, 0.

X^efe = 1128, 1500, 1368, 888, 405, 108, 0.

Xefe = 4662, 5334, 4500, 2832, 1314, 402, 84, 0.

X^'eb' = 6, 12, 20, 33, 36.

Xii^bv = 87, 168, 312, 420, 330-, 132.

Xii^bH = 18, 36, 72, 108, 108.

Xii'bv, = 18, 30, 48, 36, 12.

X^'b\= 3, 6, 12, 12.

Xii^P = 69, 212, 492, 894, 1115, 894, 432.
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Tabelle von Zahlen y.

ya^ = 24, 72, 200, 480, 960, 1424, 1512, 1200.

yp,2 = 384, 1040, 2592, 5600, 10240, 14744, 17440, 16512,

12800.

y^ = 3216, 7872, 17600, 34112, 56320, 76896, 87152, 83520,

70032, 52320.

y = 17760, 38560, 75072, 124800, 173952, 203840, 204320,

179712, 142720, 105312, 75520.

vftV. = 42, 108, 216, 312, 324, 252.

2/; _ 540, 1236, 2256, 3216, 3672, 3420, 2616.

L/: = 3648, 7416, 12216, 16368, 18216, 17208, 14256, 10536.

yf.
= 15552, 26736, 37056, 42816, 42336, 36792, 28896,

21096, 14976.

ya^P = 180, 504, 1188, 1962, 2214, 1800.

,p _ 2592, 6480, 13728, 22284, 27864, 27432, 21600.

y[,p = 19440, 43392, 82200, 124932, 152748, 153900, 132732,

100080.

yp = 93312, 180000, 289632, 383520, 420408, 390312, 317880,

236952, 169920.

yfi'bf. = 30, 54, 75, 75, 54.

ya^f, = 336, 564, 780, 873, 792, 576.

yuhf, = 1968, 3036, 3966, 4344, 4032, 3258, 2316.

ybf, = 6792, 8976, 10116, 9798, 8316, 6342, 4476, 3096.

rc^^fefe = 36, 48, 48, 36.

yii'f.f = 54, 144, 240, 270, 216.

yii^f = 66, 168, 342, 507, 528, 396.

Yi^'bYe = 6, 9, 9, 6.

yfi'&/;/;= 12, 12, s;

j-ft'6Y/= 6, 6, 4.

yii.^hv = 51, 114, 204, 276, 267, 186.

y^i^^v = 9, 18, 27, 27, 18.

yii'bv, = 15, 30, 48, 54, 45.

yii^b\= 3, 6, 9, 9.

y^fj^ =462, 216, 216, 162.

yff = 1188, 1260, 1044, 756, 522.

Tabelle von Zahlen r.

^^f»3/-2
_ 15, 24, 16, 0, 0, 0.

^^T(tY' = 180, 260, 192, 64, 0, 0, 0.

itfir = 1120, 1440, 1040, 384, 0, 0, 0, 0.
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itP = 4200, 4480, 2880, 960, 0, 0, 0, 0, 0.

til'fe' = 9, 0, 0.

r^ff = 81, 0, 0, 0.
.

tfe^ = 297, 0, 0, 0, 0.

Bezeicknet f^ die Bedingung, dass von den drei

Wendetangenten auf r jede eine gegebene Gerade

schneide, so hat man:

tftYg = 135, 216, 144, 0, 0. Ferner ist:

t^'fe' = 9, 0, 0, 0.

rf^Y/ == 54, 36, 0, 0, 0.

t^'fe'f = 9, 0, 0.

r^^Y'= 9, 0, 0, 0.

tii'b^P=^ 108, 36, 0, 0, 0.

t^h'P = 585, 216, 0, 0, 0, 0.

th^p = 1620, 540, 0, 0, 0, 0, 0.

x^^Wp= 9, 0, 0, 0.

x^¥P = 54, 0, 0, 0, 0.

xWP = 135, 0, 0, 0, 0, 0.

tii^Wp^ 9, 0, 0.

tiih^P = 81, 0, 0, 0.

xWp = 297, 0, 0, 0, 0.

Tabelle von Zahlen d\

^d>3/2 = 0, 24, 114, 153, 54, 0.

|d>Y2 = 0, 240, 976, 1374, 1032, 360, 0.

\8^f = 0, 1240, 4300, 5890, 4632, 1890, 540, 0.

\;öp = 0, 3360, 8320, 9640, 6552, 2340, 540, 0, 0.

^dii^ef = 0, 18, 29, 9, 0.

{ö^'^ef = 0, 152, 260, 203, m, 0.

^diief = 0, 660, 1106, 908, 342, 90, 0.

^def = 0, 1240, 1780, 1266, 420, 90, 0, 0.

kS^^eY- 0, 4, 1, 0.

^d^^eY'= 0, 36, 34, 10, 0.

|d>e2^= 0, 152, 152, 51, 12, 0.

^öe^p = 0, 240, 208, 62, 12, 0, 0.

ö^'fe' - 0, 6, 1.

. ^f^/*/ = 0, 72, 18, 1.

dfe^ = 0, 234, 63, 12, 0.

dVY/ = 0, 54, 87, 27, 0.
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ö>Y./; = 0, 12, 3, 0.

d^^f^ = 0, 72, 243, 243, 54.

Tabelle von Zahlen rj,

rj^^p = 0, 0, 0, 54, 144, 150.

rj^^P = 0, 0, 0, 324, 864, 1260, 1200.

y]iif = 0, 0, 0, 972, 2592, 3780, 3600, 2940.

rip = 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0.

r^eii^f = 0, 0, 9, 27, 27.

r^e^^P = 0, 0, 54, 162, 246, 230.

,^eiif = 0, 0, 162, 486, 738, 690, 550.

rie^ii^p= 0, 0, 3, 3.

7^eVY'= 0, 0, 18, 36, 34.

riG^^f = 0, 0, 54, 108, 102, 80.

nii'fe' = 0, 0, 3.

ni'fe'' = 0, 0, 18, 18.

nfe' = 0, 0, 27, 27, 21.

ni^% =0,0,0, 54, 144.

Tabelle von Zahlen ^.

left'f = 0, 0, 36, 72, 48.

jj^ys = 0, 0, 216, 432, 480, 320.

^£;jt/-3 = 0, 0, 648, 1296, 1440, 960, 640.

iSf = 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0.

iJfiV? = 3, 2.

\iyflfe' = 18, 18, 12.

iSf/"/ = 54, 54, 36, 24.

JftY,Y= 18, 30, 20.

ii^%m= 6, 4.

Sf^Y/s = 3.

5^V/=3.

Tabelle von sonstigen Ausartungszahlen.

iV£^'& = 0, 0, 0, 0, 9, 30, 45.

e^^hv = 0, 0, 0, 162, 504, 690.

£^2^2^ = 0, 0, 0, 54, 156.

siv'hv, = 0, 0, 0, 54, 132.

eii^hH, = 0, 0, 0, 18.

s^^hf = 0, 0, 0, 0, 108, 360.
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&^^h = 0, 0, 24, 126, 219, 150, 0.

^^^Iv = 0, 48, 198, 321, 219, 0.

^li^'^v == 0, 12, 49, 57, 0.

^a^hvg = 0, 12, 48, 51, 0.

^^^hf == 0, 0, 18, 99, 144, 0.

ö^li^hv = 0, 24, 114, 153, 54, 0.

ö'ii^hvg = 0, 12, 52, 81, 54.

ö'^^h^vg = 0, 4, 19, 36.

i^li^v = 30, 84, 132, 168, 96, 0.

'^ii^h'^v = 6, 18, 36, 48, 48.

il^^^lvg = 12, 30, 52, 48, 0.

^li^h'^vg = 3, 8, 16, 24.

i^'lfe' = 3.

K^Yefeß- 6, 0.

Mit Hilfe dieser Ausartmigsanzahlen bestimmte der Verfasser

alle diejenigen Anzahlen der 03*, welche man nöthig hat, um zu

Anzahlen für die cubische Baiimcurve (§ 25) zu gelangen. Von

sonstigen Anzahlen der C3* hat der Verfasser nur wenige berechnet,

und diese hauptsächlich nur, um sich über die Eigenschaften ge-

wisser Ausartungen der C^^ a posteriori Kenntniss zu verschaffen,

z. B. der Ausartungen £ und ^. Diese sonstigen Anzahlen, welche

man zur Berechnung der Elementarzahlen der cubischen Raumcurve

nicht nöthig hat, sind in der zweiten der folgenden Tabellen zu-

sammengestellt. Dort ist auch die Bedingung Qg mit berücksichtigt,

welche ausspricht, dass die C^^ eine gegebene Ebene auf einer ge-

gebenen Geraden berühre. Die Anordnung der Zahlen in diesen Ta-

bellen ist im Einklang mit der Anordnung in den früheren Tabellen.

Jede einer a-faclien Bedingung nachgesetzte ^'^ Zahl bedeutet also die An-

zahl derjenigen Curven C^\ welche diese a-fachen Bedingungen erfüllen,

i — 1 gegebene Ebenen berühren und 12 — a— i gegebene Gerade schneiden.

Tabelle I.

Die Elementarzahlen und die Wendetangentenanzahlen der C^'^.

f'=12, 36, 100, 240, 480, 712, 756, 600, 400.

iLt'^^216, 592, 1496, 3280, 6080, 8896, 10232, 9456, 7200, 4800.

ft =2040, 5120, 11792, 23616, 40320, 56240, 64040, 60672, 49416,

35760, 23840.

Die Zahlen v^^, v^^q, v^q^...q^^ sind:

12960, 29520, 61120, 109632, 167616, 214400, 230240,

^11200, 170192, 124176, 85440, 56960.
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uY = 54, 150, 360, 720, 1068, 1134, 900, 600.

^Y = 888, 2244, 4920, 9120, 13344, 15348, 14184, 10800, 7200.

iif = 7680, 17688, 35424, 60480, 84360, 96060, 91008, 74124,

53640, 35760.

f = 44280, 91680, 164448, 251424, 321600, 345360, 316800,

255288, 186264, 128160, 85440.

^Y = 21, 54, 108, 156, 162, 126, 84.

inY = 312, 726, 1344, 1920, 2160, 1962, 1476, 984.

ft/; = 2448, 5160, 8796, 12024, 13428, 12528, 10080, 7236, 4824.

fe
= 12672, 23688, 36120, 45456, 48024, 43452, 34608, 25020,

17136, 11424.

^3^2 _ 225, 540, 1080, 1602, 1701, 1350, 900.

fiY^ _ 3366, 7380, 13680, 20016, 23022, 21276, 16200, 10800.

^f = 26532, 53136, 90720, 126540, 144090, 136512, 111186,

80460, 53640.

p = 137520, 246672, 377136, 482400, 518040, 475200, 382932,

279396, 192240, 128160.

ftY/; = 81, 162, 234, 243, 189, 126.

fiY/; = 1089, 2016, 2880, 3240, 2943, 2214, 1476.

^ff, = 7740, 13194, 18036, 20142, 18792, 15120, 10854, 7236.

ffe
= 35532, 54180, 68184, 72036, 65178, 51912, 37530, 25704,

17136.

ftY,2 _ 27, 36, 36, 27, 18.

ftY,2
_ 324^ 432, 468, 414, 306, 204.

^/;2 = 2061, 2664, 2880, 2628, 2079, 1476, 984.

/;2 = 8226, 9936, 10224, 9072, 7110, 5076, 3456, 2304.

^3^.3 _ 405^ 864, 1458, 1755, 1494, 1050.

f^Y' = 6210, 12420, 20448, 25974, 25542, 20160, 13800.

iip = 49464, ^1620, 142380, 177318, 178740, 150714, 111060,

74580.

p = 256608, 429624,, 608400, 707760, 683316, 563868, 416664,

288360, 192240.

fiYY.= 81, 162, 216, 189, 135.

|iaYY.= 1^269, 2340, 3150, 3177, 2532, 1754.

fi/*Y. = 10071, 17064, 22320, 23130, 19665, 14496, 9754.

f /; = 51030, 77256, 93564, 92070, 75978, 55890, 38556, 27504.

^Y/;'= 27, 36, 30, 21.

fiY'f/ = 324, 432, 432, 342, 238.
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affe^ = 2241, 2988, 3150, 2673, 1956, 1316.
'

/•/-/ = 10044, 12636, 12672, 10386, 7560, 5184, 3456.

^Y/ = 9, 6, 4.

ftY/ = 81, 72, 54, 37.

^/;3 = 486, 486, 396, 282, 189.

/-/ = 1863, 1836, 1458, 1035, 702, 468.

^^f = 405, 864, 1188, 1053, 756.

^2^4 _ 7290, 14364, 21096, 23004, 19080, 13440.

^f = 65450, 114840, 165168, 186498, 169398, 130230, 89520.

f = 349596, 568080, 760680, 822132, 732864, 565056, 401220,

281520.

fiY^ = 405, 540, 450, 315.

^2f5 _ 7290, 12420, 15120, 12960, 9240.

^p = 66690, 114840, 149400, 149400, 120300, 84490.

f = 382320, 616680, 776880, 775800, 642240, 475320, 326780.

^Y' = 135, 90, 60.

^Y' = 5670, 7020, 5760, 4020.

iip = 61830, 90540, 99720, 82800, 58620.

p = 382320, 568080, 647280, 583560, 450720, 314520.

^^r = 1890, 1260, 840.

^P = 41580, 47880, 38640, 26880.

P = 328860, 415800, 408240, 325080, 227920.

^P = 13860, 9240, 6160.

P = 196560, 206640, 162960, 112840.'

P = 65520, 43680, 29120.

Wegen der Anwendung bei der cubischen Raumcurve mögen

n£>ch die Zahlen ftP, P, P^ hier Platz finden, welche aus den

Elementarzahlen durch die Formel:

P=^z/-3^2
resultiren.

ftP = 180, 484, 1196, 2560, 4640, 6760, 7964, 7656, 6000.

P = 1392. 3344, 7304, 13776, 22080, 29552, 33344, 32304, 27816,

21360.

P2= 144, 376, 896, 1840, 3200, 4624, 5696, 5856.

Tabelle II.

Sonstige Anzahlen der C^^.

li^h = 6, 22, 80, 240, 604, 1046, 1212, 1000.

ii'p = 18, 58, 180, 480, 1084, 1758, 1968, 1600.
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iiWe = 81, 162, 234, 243, 189, 126.

\i}ufe = 1068, 1962, 2772, 3084, 2781, 2088, 1392.

\iufe = 7428, 12468, 16692, 18222, 16632, 13158, 9378, 6252.

ufe = 33084, 49020, 59388, 60012, 51750, 39384, 27450, 18468,

12312.

In § 24 ist gezeigt, wie man aus den Stammzahlen der Aus-

artungen der C^ und der Erzeugungsweise dieser Ausartungen die

Gradmhlen von Gleichungen gewinnen kann, welche die Lage der

Punkte, der Tangenten und der Ecken und Seiten des Singularitäten-

dreiecks der Og^ von einander abhängig machen. Ebenso gewinnt

man aus den oben mitgetheilten Stammzahlen der Ausartungen der

Og* die Gradzahlen gewisser Beziehungen für diese Curve. Von

diesen Gradzahlen folgen hier einige.

1. Die JEr^eugungsweise und die Stammzahlen der Ausartung r

führen m dem Satze:

„Wenn man die drei Schnittpunkte mit einer cubischen Plan-

•curve vierten Ranges auf irgend einer Geraden ihrer Ebene bestimmt

und ausserdem die drei Schnittpunkte mit den drei Wendetangenten,

so erhält man auf dieser Geraden Sechs Punkte, welche, um über-

haupt so einer C^ angehören zu können, in ihrer Lage derartig

von einander abhängen müssen, dass die Gesammtheit der sechs

Funkte endlichdeutig bestimmt ist, sobald fünf von ihnen gegeben sind,

und zwar

a) neundeutig, sobald drei Curvenschnittpunkte und zwei Wende-

tangentenschnittpunkte
,

b) auch neundeutig, sobald zwei Curvenschnittpunkte und drei

Wendetangentenschnittpunkte gegeben sind."

2. Die Erzeugungsweise und die Stammzahlen der Ausartung d

führen zu dem Satze:

„Wenn man auf einer Tangente einer Og* den Berührungspunkt,

den dritten Curvenschnittpunkt und die drei Schnittpunkte mit den

drei Wendetangenten bestimmt, so erhält man auf dieser Geraden

fünf Punkte, welche, um überhaupt so einer Cg* angehören zu

können, in ihrer Lage derartig von einander abhängen müssen,

dass ihre Gesammtheit durch vier von ihnen endlichdeutig bestimmt

ist, und zwar

a) dreideutig, wenn der Berührungspunkt, der dritte Curven-

schnittpunkt und zwei Wendetangentenschnittpunkte ge-

geben sind,

Schubort, Kalkül der abzählenden Geometrie. H
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b) eindeutig, wenn der Berührungspunkt und die drei Wende-

tangentenschnittpunkte gegeben sind,

c) vierdmtig, wenn der dritte Curvenschnittpunkt und die drei

Wendetangentenschnittpunkte gegeben sind."

3. Die Erzeugungsweise und die Stammzdhlen der Ausartung s

fuhren mi folgendem Satze:

„Wenn man an eine C^^ von irgend einem Punkte ihrer Ebene

die vier Tangenten, den Strahl nach dem Doppelpunkt und die

Strahlen nach den drei Wendepunkten zieht, so erhält man acht

Strahlen, welche, um überhaupt so einer C^^ angehören zu können,

in ihrer Lage derartig von einander abhängen müssen, dass ihre

Gesammtheit durch fünf von ihnen efndliehdeutig bestimmt ist, und zwar

a) 12- deutig y wenn die vier Tangenten und der Strahl nach

dem Doppelpunkte gegeben sind,

b) 12 -deutig, wenn die vier Tangenten und ein Wendepunkts-

strahl gegeben sind,

c) 18 -deutig, wenn drei Tangenten, der Doppelpunktsstrahl und

ein Wendepunktsstrahl gegeben sind/'

Auch für die punkt- allgemeine cubische Plancurve sechsten

Ranges G^^' hat der Verfasser einige Anzahlen bestimmt, z. B. die

auch von Maillard und Zeuthen berechneten zehn Symbole

WO JA, V, Q für die C/' dieselben Bedingungen bedeuten, wie für die

Og^ und die O3*. Es ist nämlich:

^3^5^^ _ 256, ^'v^q' = 916, ^'v'q' = M2A, ^'v'q' = 9166,

^^vq' =21004, ^'q' =33616.

Unter den Ausartungen der C/' befindet sich natürlich auch

eine, welche aus einer C3* besteht, in deren Doppelpunkt ein zwei-

facher Rangpunkt fällt. Den Ausartungen f^ bei der CV^ und £ bei

der Og* entspricht bei der C^^' eine Ausartung, welche aus einer

dreifachen Ordnungsgeraden besteht, auf der sechs einfache Rang-

punkte und die neun Wendepunkte liegen. Die Stammzahlen dieser

Ausartung führen zu dem folgenden Satze:

„Wenn man an eine cubische Plancurve sechsten Ranges C^^'

von irgend einem Punkte ihrer Ebene aus die sechs Tangenten und

die Strahlen nach den neun Wendepunkten zieht, so erhält man
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15 Strahlen, welche, um überhaupt so einer C^^ angehören zu

können, in ihrer Lage derartig von einander abhängen müssen, dass

ihre Gesammtheit durch sechs von ihnen endlichdeutig hestimmt ist,

und zvrar:

a) eindeutig, wenn die sechs Tangenten,

b) 120- deutig y wenn fünf Tangenten und ein Wendepunkts-

strahl gegeben sind."

§ 25.

Anzahlen für cubische Raumcurven (Lit. 35).

Die cubische Raumcurve Cg entspricht dual sich selbst, hat die

ConstantenzaM 12 und ist dritter Ordnung ^ vierten Ranges^ dritter

Klasse, d. h. ihre Punkte und ihre Schmiegungsebenen bilden einen

einstufigen Ort dritten Grades und ihre Tangenten einen einstufigen

Ort vierten Grades. Ferner bilden ihre Doppelsecanteny d. h. die

Strahlen, welche zwei von ihren Punkten enthalten, eine Congru-

enz mit dem Feldrang drei und dem Bündelrang eins, und ent-

sprechend ihre Doppelaxen, d. h. die Strahlen, welche in zwei von

ihren Schmiegungsebenen liegen, eine Congruenz mit dem Feldrang

eins und dem Bündelrang drei. Endlich bilden ihre Schmiegungs-

strahlen, d. h. die Strahlen derjenigen Strahlbüschel, deren Scheitel

Curvenpunkte und deren Ebenen die zugehörigen Schmiegungsebenen

sind, eine Congruenz vom Bündelrang drei und vom Feldrang drei.

Demgemäss definiren wir für die Cg die folgenden einfachen Be-

dingungen:

1. V, dass sie eine gegebene Gerade schneide,

2. Qy dass sie eine gegebene Ebene berühre,

3. /3, dass sie eine ihrer Doppelsecanten einem gegebenen

Strahlbüschel zuweise,

4. (?, dass sie einen ihrer Schmiegungsstrahlen einem gege-

benen Strahlbüschel zuweise,

5. v\ dass sie eine ihrer Schmiegungsebenen durch eine ge-

gebene Gerade schicke,

6. q\ dass sie eine ihrer Tangenten durch einen gegebenen

Punkt schicke,

7. ß\ dass sie eine ihrer Doppelaxen einem gegebenen Strahl-

büschel zuweise.

Dazu fügen wir noch die drei mehrfachen Bedingungen:

8. P, dass die Cg durch einen gegebenen Punkt gehe,

11*
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9. P\ dass sie eine gegebene Ebene oscnlire^ d. b. sie zur

Sebmiegungsebene babe,

10. T, dass sie eine gegebene Gerade berübre.

Wir streben nun nacb der numeriscben Bestimmung aller zwölf-

fachen Bedingungssymbole, welcbe keine anderen Bedingungen zu

Faktoren baben, als

,;, o, v\ q\ P, P', T.
. .

Wir setzen daher für die folgenden Formeln voraus, dass die

einstufigen Systeme, auf welche sie sich beziehen, durch keine

andern als solche Bedingungen definirt werden. In derartigen Sy-

stemen treten keine andern als die folgenden elf Ausartungen auf,

welche man, bis auf %' und ^\ durch die schon bei den Aus-

artungen der Og^ und C^^ in §§ 23 und 24 angewandte Methode

der homographischen Abbildung erzeugen kann. Bei der Beschrei-

bung dieser elf Ausartungen sind die in § 21 eingeführten Termini

Ordnungsgerade j Klassmaxe^ Banghüschel^ BangpunU^ Rangehene etc.

benutzt.

1. Die Ausartung l besteht aus einer ebenen Ordnungscurve li

dritten Grades, welche zugleich Rangcurve vierten Grades ist, also

einen Doppelpunkt besitzt. Die Schmiegungsebenen von A bilden

drei Ebenenbüschel, deren Axen die drei Wendetangenten der Curve

Iz sind. Zur Berechnung der A enthaltenden Symbole hat man da-

her die Kenntniss der Anzahlen der cubischen Plancurve mit Doppel-

punkt nöthig. Beschränkt man sich auf die

V, Q, v\ q\ P, P', T

enthaltenden Symbole, so reichen die Anzahlen aus, welche in der

ersten Tabelle von § 24 (pag. 157) zusammengestellt sind.

2. Die Ausartung A' entspricht A dual. Die numerischen

Werthe der A' enthaltenden Symbole sind also mit den numerischen

Werthen gewisser A enthaltenden Symbole identisch. Zur Berech-

nung der letzteren reicht die Tabelle auf pag. 157 flg. aus.

3. Die Ausartung % besteht aus einer ebenen Ordnungscurve h

dritten Grades mit Spitze. Die Tangenten von Ic sind auch Tan-

genten von X, % ist also Rangcurve dritten Grades. Dazu kommt

aber noch ein Rangbüschel, dessen Ebene durch die Rückkehrtan-

gente von l geht, ohne mit der Ebene von l zusammenzufallen

und dessen Scheitel die Spitze von h ist. % besitzt ferner eine

doppelte Klassenaxe, die mit der Rückkehrtangente von A^ zusam-
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menfällt, und eine einfache Klassenaxe, die mit der Wendetangente

von Zc identisch ist.

4. Die Ausartung k' entspricht k dual. Die Werthe der x und

x' enthaltenden Symbole folgen aus den Anzahlen des § 23.

5. Die Ausartung (o besteht aus einem Ordnungskegelschnitt h

und einer Ordnungsgeraden g, welche diesen Kegelschnitt Je schneidet,

ohne aber in seiner Ebene zu liegen, k ist zugleich Rangkegel-

schnitt. Dazu kommt ein doppelter Rangbüschel, dessen Scheitel

der Schnittpunkt p von 1c und g ist und dessen Ebene durch g und

durch die Tangente h geht, welche den Kegelschnitt Je in p berührt.

Diese Tangente ist dreifache Klassenaxe.

6. Die Ausartung co' entspricht o dual. Die Werthe der oj und

o' enthaltenden Symbole ergeben sich aus den in § 20 zusam-

mengestellten Kegelschnittanzahlen.

7. Die Ausartung ^ besteht aus einem Ordnungskegelschnitt h

und einer denselben berührenden Ordnungsgeraden g. h ist zugleich

Rangkegelschnitt. Dazu kommen zwei einfache Rangbüschel, deren

Ebenen beide durch g gehen, aber von einander und von der Kegel-

schnittebene verschieden sind. Der gemeinsame Scheitel dieser

beiden Rangbüschel ist der Berührungspunkt der Ordnungsgerad^n

g und des Kegelschnitts h. g ist zugleich dreifache Klassenaxe.

8. Die Ausartimg -O-' entspricht %' dual. Die Werthe der -ö- und

-O-' enthaltenden Symbole lassen sich vermöge der Incidenzformeln

leicht auf die Anzahlen des § 20 zurückführen.

9. Die Ausartung d besteht aus einer doppelten Ordnungsge-

raden g und einer einfachen Ordnungsgeraden hj welche ^ in ^
schneidet. Der Tangentenort von d ist in einen zweifachen und

zwei einfache Rangbüschel zerfallen. Der Scheitel des zweifachen

Rangbüschels ist der Punkt p, seine Ebene die Verbindungsebene

von g und h. Die Scheitel der beiden einfachen Rangbüschel liegen

auf </, ihre Ebenen gehen durch g, sind aber von einander und von

der Ebene des zweifachen Rangbüschels verschieden. Die doppelte

Ordnungsgerade ist zugleich dreifache Klassenaxe.

10. Die Ausartung d' entspricht d dual. Da die Theilgebilde

von ö und d' nur Hauptelemente sind, so bietet die . Berechnung

der d und d' enthaltenden Symbole keine Schwierigkeit, namentlich

nicht, wenn man die Incidenzformeln hinreichend verwerthet.

11. Die sich seihst dual entsprechende Ausartung rj besteht aus

einer dreifachen Ordnungsgeraden ^, die zugleich dreifache Klassen-
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axe ist. Der Taiigentenort von r^ ist in vier einfache Rangbiischel

zerfallen, deren Scheitel

Pu lh7 P3> P4.

auf g liegen, und deren Ebenen

^1) ^2? %> ^4

durch g gehen, so dass immer ein Punkt p und eine Ebene e mit

gleichem Index einem und demselben Rangbüschel angehören. Die

numerische Berechnung der rj enthaltenden Symbole lässt sich mit

Hilfe der Incidenzformeln auf drei Stammmhlen reduciren. Die

Werthe derselben erkannte der Verfasser durch Rückschlüsse aus

berechneten Anzahlen mit Hilfe einer Bemerkung des Herrn Zeuthen

bei Gelegenheit des Berichtes, den derselbe über die Preisschrift des

Verfassers in den Kopenhagener Akademieabhandlungen 1875 (Lit. 36)

publicirt hat. Diese drei Stammzahlen sind folgende:

l?Gi9iei^2^2i^3%ß4 =4,

^^.A^li>2^2i^3%i'4^4= lÖ-

Bei der Ausartung r] sind also die vier auf der Ordnungsgeraden

liegenden Bangpunhte und die vier durch dieselben gehenden Bangebenen

in ihrer Lage von einander abhängig, und zwar so, dass sieben dieser

acht Hauptelemente das achte vierdeutig bestimmen. Hieraus konnte

der Verfasser wegen der homographischen Transformation der all-

gemeinen O3 in eine Ausartung rj den folgenden Satz schliessen:

Construirt man auf einer beliebigen Geraden des Baumes die vier

SchnittpunUe und die vier Schnittebenen derjenigen vier Tangenten^

welche einer gegebenen cubischen Baumcurve angehören und die beliebige

Gerade schmiden^ so sind diese vier SchnittpunUe und diese vier Schnitt-

ebenen in ihrer Lage derartig von einander abhängig, dass sieben unter

ihnen den achten PunU resp, die achte Ebene vierdeutig bestimmen.''

Ist nun zur Bestimmung einer Raumcurve die Bedingung T^

gegeben, dass sie vier gegebene Gerade zu Tangenten haben soll,

so enthält jede der beiden Geraden, welche diese vier gegebenen

Geraden schneiden, von der gesuchten Curve vier Tangentenpunkte

und vier Tangentenebenen. Für diese aber braucht die eben aus-

gesprochene Lagebeziehung im allgemeinen nicht erfüllt zu sem.

Es ist also

d. h. es giebt im allgemeinen leine Baumcurve, welche vier willMrlich

gegebene Gerade m Tangenten hat. Sind aber drei Tangenten ge-
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geben, so kann man oo^ Gerade finden, deren jede mit den drei

Tangenten zusammen ein Tangentenquadrupel einer cubisclien Raum-

curve bestimmt. Man consttuire nämlich die oc^ Geraden, welche

die drei Tangenten schneiden, betrachte jeden Punkt auf jeder dieser

Geraden als Tangentenpunkt und construire zu ihm die nach dem

obigen Satze ihm zugehörige Tangentenebene, sowie die oo^ Strah-

len, welche durch ihn gehen und in dieser Tangentenebene liegen.

Dadurch erhält man oo^ Strahlen, welche go^ Strahlbüschel so zu-

sammensetzen, dass immer vier Strahlbüschel denselben Scheitel

haben. Daraus folgt:-

„Diejenigen Strahlen des Baumes, welche mit drei gegelenen Strah-

len zusammen ein Tangentencjuadrupel einer cuUschen Batmicurve zu-

sammensetzen hönnen, bilden einen Strahlencomplex vom vierten Grade.^'

Zu demselben Resultate gelangte Voss in den Math. Ann.

Bd. XIII pag. 169 auf anderem Wege (Lit. 37).

Jedes von den elf Symbolen, welche oben für die elf Aus-

artungen der Og eingeführt sind, bezeichnet zugleich die einfache

Bedingmig, welche eine Curve Q dadurch erfüllt, dass sie in der

angegebenen Weise ausartet. Zwischen den elf Ausartungsbeding-

unffen

A, K, 03, ^, d, 71, ö', ^\ C0\ k\ A'

und den oben definirten einfachen Bedingungen

V, Q, ß, o, ß', q',
y'

bestehen eine Reihe von Gleichungen, welche für alle einstufigen

Systeme giltig sind, deren definirende Bedingung keine anderen

Faktoren enthält, als

V, Q, v\ q', F, P\ T.

Vermittelst dieser Gleichungen kann man jede der Bedingungen

V, 9y ß, <?, ß\ Q\
^'

durch die elf Ausartungsbedingungen ausdrücken. Man findet diese

Gleichungen, analog wie die Gleichungen in den §§ 23 und 24, in-

dem man bei einem einstufigen Curvensysteme zwei Punkte, zwei

Tangenten, zwei Schmiegungsebenen, einen Punkt und eine Tan-

o-ente, eine Tangente und eine Doppelsecante und so fort zusammen-

fasst und auf die so gebildeten Systeme von Hauptelementenpaaren

die Coincidenzformeln des III. Abschnittes anwendet. Aus den so

gewonnenen Gleichungen ergeben sich dann die für unsere Zwecke

wichtigen vier Hauptformeln:
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2) Q = lX + lx + lG) + 3^+2d-\-2n

+ 2^' + 3'9-' + 1 «' + 2x' + 3A',

+ 2^' + |'^' + i«' + |x' + tA',

4) (,' = 3A + 2x + lö^-3^ + 2^ + 2t?

+ 2^' + 3'^' + la9' + lx' + lA'.

Vermittelst dieser vier Hauptformeln kann man eine grosse

Menge von Anzahlen der Og bestimmen, wenn die Werthe der Aus-

artungssymbole berechnet vorliegen. Diese Wertbe aber ergeben

sich aus den Anzahlen für Hauplelemente, Kegelschnitte (§ 20),

cubische Plancurven mit Spitze (§ 23), cubische Plancurven mit Doppel-

punkt (§ 24) gemäss den obigen Beschreibungen. Dies ist aus

den folgenden Beispielen ersichtlich, wo die Symbole rechts vom

Gleichheitszeichen auf die Theilgebilde zu beziehen sind.

Beispiele für die Berechnung der Ausartungsanzahlen.

= 72 + 5.36-6.6
= 216,

• =6.81-6.27
= 324,

Ai;il = t;ll= 12960,

Avi02;' = x;lY= 4:4280,

Av^i/'2 = vT =137520,

Ai;8v'3_ ^8^ = 256608,

ly-^v'^^ y-if^= 1,7 (6/^/, -^ 3/e' - 22|[t//; -f 6^/-^ -f 30iitV;

-21fiY2 + 54^Y)
= 349596,

AvV^ == i^T = ^'C^^SO^Y,') = '7280 .

9

= 65520,
A^^i = 56960,

A^^V' = 4fi(>i"= 4 . 23840 = 95360,

A()^9'2= 4V>'^ = 16 . 4800 = 76800,

Xq^q'^= 4:^ii^Q^ = 64 .400 = 25600,

Ai;3p3^'3^f2 _ iß^^y^Q^p= 16 . 25974 = 415584.
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= 168 + 3.58 + 3.4 = 354,

Kv'^Q q' = 1/9 (^ + c) = 31968 + 6592

= 38560,

jc v^q^q' =^v\q + cf = 44304 + 2^ . 14800 + 1 168

= 75072,

K v'q^q' = !/'((> + cf = 49008 + 3i . 22336 + 3^ . 2896 + 96
= 124800,

xv^q^q' = v'{q + cf= 43104 + 4^ . 25560 + 4^ . 4592 + 43 . 264

= 173952,

JCC'V = {Q + ^O'"
= 960 + lOi . 1504 + IO2 . 768 + 10, . 208

= 75520,

= 2 . (4402 + 4i . 1388 + 4^ . 152)

+ (2944 + 4i . 2846 + 4^ . 962 + 43 . 126)

= 2 . 10866 + 20604 = 42336,

xv' p* q'^ = 63 . 3^ (,«,3 Q^qeW-j-A^. ^^ Q^ c qe tv)

= 540. (15 + 4. 9) = 27540,

xT'Q'Q'' = 2,.2,.3'ii'Q{Q-i-cycqe=12^'Q^cqe

= 120,

xvv'Q^Q'^= {324:^^vq-{-108^^vw + ld2^^vqe + M^''vqw

+ 12 ^VqeW) (Q^-^6,Q^C+ b, . q'c' + 539'^6'=^)

= 721296,

X q'q''= (53 . 3V^g + 5, . 3V'^.) (q' + Q,.q'c + 6, ,q'c')

= 270 (66 + 61 . 52 + 62 . 10) + 90 . (142 + 6^ . 74 + 6^ . 10)

= 208800.

«P5i/ = 52.1o.l = 10,

aJP5(> = 52.1o.2^2 = 20,

(oPV = li. 3^5^.1. 2 = 30,

«P5^' = 10.2^2^5^.^.2 = 20,

« T^ ^^^'2^ =^ li . 2i . 2^ 2i . 2^ 2^
. 2o . 2M = 32,

a3PV' = 22.(7o.2^8 + 7i.2^4]

+ 2l.(7l.2^4.2 + 72.2^8 + 73.2^8)
= 6112,

G9P(>*o'^'=li.53.2^2^(4o.2M + 4i.2M) .

= 2880,

«1^11=114.2.92+113.2.92.2 = 121440,



170 Vierter Abschnitt.

(0 k">() = 1„.2».(104.2.116 + 103.2.116.2)

+ li.2>.(10,.2.18+103.2.92+10,.92.2)
= 180340 Cef. pag. 100).

^^P»„e" = 4„.2»(4. + i.42).3o-lo-2

= 14,

aP'p'p'2=ll.3^2„.2^(7„.2''.4 + 7^.2^^8 + 7,.2^-^4)

= 684,

*re^e' = 2,.lo.2''.(4„.2».4+ 4i.2'.2) = 40,

7^'V(.*p'^=l,.3Mi.3i.(42.2^ + 4,.2'.3).(4„.2M + 4..2M)

= 3888,

#4,>''=3,.2'.(8^.2'.6.2 + 8,.2M2 + 83.2».6)

+ 3„.2''.3. r8„.2».4. 2 + 8,. 2'. (8 + 4) + 8,. 21(1.8 +
I r> o^ < AI+ 83.2^4.4]

= 31320.

(JTV = 3i.2^(2i.2i + 2o.2«).2 = (>0,

ÖF'v'Q'Q"-^2,.2\2,.2\2A,.dKd,.2'^'d^,

dW^V' = lo.2Mi.3^2.(4,.2^ + 4,.2^3).[53.2^ + 5,.2^3.2

+ 5,. 2^4 + 3. 2)]

= 120960.

7?T2()^^^ = li.3i.2.(3.2 + 3.2).4 = 288,

= 13824,

y.Vo^o'^=l 3^ 4' '- .4 = 13080,7}i () Q ii-o •^••212!2!2!

^P^r.^'4_i^ 3i,4l.[(104-l5).4+10.6.4+10.1(>]

= 36000,

t^^;2(>5(>'^= 22.3^4!.[(10^-15.2).4 4-0.10.2.4 + 10.(12 + 16)]

= 198720.

Die d', ^', o\ k\ X^ enthaltenden Symbole berechnet man am

bequemsten dadurch, dass man sie dual umformt und die so ent-

stehenden, 8, -O-, a, Ti, l enthaltenden Symbole ausrechnet.

Eine grosse Menge von Ausartungssymbolen hat den Werth null

Dazu gehören z. B. alle, welche
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X, d-, d\ Yi, d\ ^\ G)\ k\ l'

und ausserdem mir die Bedingungen

enthalten; ferner alle Symbole, welche

oc, ^, d^ rj, d\ .J', x' •

und ausserdem nur die Bedingungen

P, P', V, v'

enthalten; ferner alle Symbole, welche

o, d

und ausserdem keine der beiden Bedingungen

P und V

enthalten; endlich alle Symbole, welche

V, ^, ^y ^

und ausserdem keine der beiden Bedingungen

q' und T
enthalten. Aus den Beschreibungen der Ausartungen geht ausser-

dem hervor, dass kein einstufiges System existirt, in welchem alle

Ausartungsanzahlen gleich null wären, aber auch keins, in welchem

Tjy A, A' alle drei von null verschieden wären. Dabei ist wieder

zu beachten, dass wir überhaupt nur von solchen einstufigen Sy-

stemen sprechen, deren definirende Bedingung keine andern Faktoren

enthält, als

V, v', p, p', p, p; T.

Wir stellen nun bei einer Reihe von einstrafigen Systemen die

Anzahlen für die in ihnen vorhandenen Ausartungen zusammen,

indem wir die definirende Bedingung jedes Systems voranschreiben

und alle Ausartungszahlen fortlassen, welche gleich null sind.

Daraus erhalten wir dann vermittelst der Formeln 1, 2, 3, 4 viele

Anzahlen für die cubische Raumcurve, und zwar meist mit mehreren

Bestätigungen. ^

I. Die definirende Bedingung jedes Systems enthält P^ In

diesen Systemen sind nur die co von null verschieden; nämlich:

(oP^v^ 10, wPV = 20, coP^v' = 30, cjP^q'^20.

Daraus folgt für die cubische Raumcurve:

PS^ =5, P'vQ =10, P^Q^ =20, P^vv' =lb, PV=10,
P'qv' = 30, P'qq' = 20, P'v''= A6, P'^v'q' = ^0, P^q''^20.
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II. Die definirende Bedingung jedes Systems enthält P* und

ausserdem keine andern Bedingungen als v, v\ q, q'. Unter den

mögliclien zwanzig Systemen giebt es zehn, in denen nur co von null

verschieden ist, vier, in denen nur A', und sechs, in denen nur w

und X' von null verschieden sind; nämlich:

Definirende
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Definirende

Bedingung
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Definirende
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Daraus resultiren die folgenden zehn Anzahlen für die Q:

p4p/^2
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PV = 1312

PV'(> = 2336

P2v«^2_ 3920

p2|/-^^3= 6048

p2|;3^-^._ 10432

P2i;2^«=. 11616

P^vq'^ =11840

P^Q^ = 11968

Pi/io = 9864

Pv^Q = 16944

Pi/«^2_27200

Pv^(>3 = 39792

Pv«()^= 52032

Pi/^ ?• 59904

Pi;* 9« =60704
Pi;3()^ = 54720

p,,2^8_44832

Pi;^« =34032
P()io _ 25344

IX. Die definirende Bedingung jedes Systems enthält P^''* und

ausserdem nur q und q' oder vq\ In den sieben mögliclien Systemen

sind X, d', o' gleicli null. Die Werthe der acht übrigen Aus-

artungsanzahlen sind folgende:

Defin.
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XII. Die definirende Bedingung jedes Systems enthält T^ und

ausserdem nur v, q, v', Qi. In den zehn möglichen Systemen sind

l, Xy G), d", d-'j co'j Ti'y X' gleich null, rj^ d, d' haben folgende

Werthe:

Defin.

Beding.
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XIV. Die definirende Bedingung enthält mir die Bedingungen

V und Q. 03 und A haben die folgenden Werthe, die übrigen neun

Ausartungsanzahlen sind in allen Systemen gleich null.

Definirende

Bedingung
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.'12 80160 v^v'^= vW^= 106011

Q

yn^f =yy'n =201600
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Dazu fügen wir noch das System, dessen definirende Be-

dingung vv'q^q'^ ist. In diesem ist A und A' null. Die übrigen

neun Ausartungsanzahlen sind:

7^ = 198720, (^ = 120960, ^' = 120960, ^=170256, '^' = 151140,

09 = 74880, «' = 17280, z = 721296, ;c' = 235980.

Aus den betracMeten sechs Systemen ergeben sich für die C^

die Anzahlen:

vq''
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Princip von der Erhaltung der Anzahl liefert uns jedoch noch hin-

reichende Mittel, um nicht bloss die oben berechneten Anzahlen zu

bestätigen, sondern auch die wenigen noch" unerledigten Symbole

zu berechnen. Mit Rücksicht hierauf wollen wir noch zwei wichtige,

aus dem Princip von der Erhaltung der Anzahl folgende Formehi

zweiter Dimension erwähnen. Zu diesem Zwecke fügen wir den

anfangs definirten zehn Bedingungen noch hinzu:

11. die zweifache Bedingung I?, dass die Curve eine gegebene

Doppelsecante habe,

12. die zweifache Bedingung Q^y dass sie eine gegebene Ebene in

einem Punkte einer auf der Ebene gegebenen Geraden berühre.

Man lege die beiden gegebenen Geraden der Bedingung v^ der-

artiir unendlich nahe, dass sie sich schneiden. Dann wird v^ er-

füllt erstens einmal von jeder Raumcurve, die durch den Schnitt-

punkt geht, zweitens zweimal von jeder Raumcurve, die den Co-

incidenzstrahl als Doppelsecante hat, drittens einmal von jeder

Raumcurve, die die Ebene der coincidirenden Strahlen so berührt,

dass der Berührungspunkt auf dem Coincidenzstrahle liegt, viertens

von jeder ausgearteten Raumcurve, die eine vielfache Ordnungs-

gerade durch den Coincidenzstrahl schickt. Demgemäss erhält man

die Formel:

wo jedes der sechs aus g und d, >?, d', d-'^ «', x' gebildeten Symbole

die zweifache Bedingung bedeutet, dass die 63 zu einer Ausartung

dj 7y, d\ d''j co'j x! wird, welche ihre vielfache Ordnungsgerade eine

gegebene Gerade schneiden lässt.

Legt man ferner die beiden Ebenen der Bedingung q'^ unend-

lich nahe, so erhält man:

9' = 3.P' -JrQ,+ G)e-\-2.d'e-\-de + d.ö'e

-f 6 , ^'e -f 3 . «'e -f 6 . z'e -f 12 . A'e,

wo jedes der acht aus e und Ausartungssymbolen gebildeten Sym-

bole die zweifache Bedingung bedeutet, dass die G^ zu einer Aus-

artung CO, -9-, d, (3', d-\ Gi\ x!, A' wird, welche einen vielfachen Rang-

punkt auf eine gegebene Ebene wirft.

Gleichungen zweiter und höherer Dimension für die 63 erhält

man auch durch Anwendung der Coincidenzformeln höherer Dimen-

sion (Abschnitt III). Doch hat sich der Verfasser mit der Ab-

leitung von Anzahlen der Cg aus solchen Formeln höherer Dimen-

sion nur sehr oberflächlich beschäftigt.
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Anzahlen für cubische Raumcurven hat auch Herr Sturm in

zwei Abhandhmgen des Crelle'schen Journals (Bd. 79 pag. 99 und

Bd. 80 pag. 128) [Lit. 38] auf rein geometrischem Wege bestimmt.

Um diese Anzahlen angeben zu köimen, haben wir zu den bis jetzt

für die 63 eingeführten zwölf Bedingungen noch folgende hinzu-

zufügen:

13. die Bedingung §, dass die C^ einen Strahl eines gegebenen

Strahlbüschels zur Tangente habe,

14. die Bedingung Qpj dass sie eine gegebene Ebene in einem

gegebenen Punkte berühre,

15. die Bedingung, dass sie eine Tangente durch einen ge-

<rebenen Punkt schicke, während der Berührungspunkt auf

einer gegebenen Ebene liegt, eine Bedingung, welche nach

der Incidenzformel n (§ 7) gleich F-\-Q ist (cf. § 8, pag. 26),

16. die, Bedingung P'g, dass sie eine gegebene Ebene in einem

Punkte einer auf der Ebene gegebenen Geraden osculire,

17. die Bedingung P'^, dass sie eine gegebene Ebene in einem

gegebenen Punkte osculire.

Polsende Anzahlen sind sowohl oben durch die Ausartungs-

anzahlen, wie auch von Herrn Sturm bestimmt:

F'v' =b, PVc)= 10, P'vq'=-10, Py-=20, P'qq'= '20, FY'-^^.

F^Tv=4:, F^Tq = S, F^Tq' = S,

l^iy^ =30, F''v''q = QO, F^v'q'==QO, P^i/V=120, PS^()^'= 120,

PSr=240, PS^'^^' = 240, F^Fv' = 21, F^F'vq==64.

Alle diese Anzahlen gehen aus Systemen hervor, in denen nur

G) von null verschieden ist.

Ausserdem hat Herr Sturm in Bd. 79 des Crelle'schen Jour-

nals noch folgende Anzahlen bestimmt:

P«=l, F'F'=6, F'q, = 2, F'Q = 6, F'(P+Q) = 1, F'B=1,

P'QpV = 3, P^(>p(> = 6, P^P'^ = 2,

F^Bv^^A, P^BvQ = S, P^Bvq'=-8, P^Bq^=16,

F^BQQ'=16y P^Bq"=16,
P^P2 = 0, P^BF==S, P^Bq, = 3, P^BQ = ^^, P^B{P-\-Q) = b,

PV^^_17^ F^vQQrj--M, F^q'q,= 6S, PVÖ = ^8,

PS^e=-56, P'v'(P+Q) = ^3, P'vq{P+Q) = 6Q,

P^i/P',= 9, P^P' 9,= 15, P^P',() = 18;

ferner in Bd. 80 des Crelle'schen Journals:

* In der Tabelle in Crelle's Journal Bd. 79 pag. 139 steht irrthümlich 2

statt 4.
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P3^3=l, P2^^=l, Pj5^=1, B'^ = 6,

F^B''vQ= S, F'B'vQ=12, PB''v() = IS, B^vq^AO,

F'B'q'^W, F'B'()'-=24, FB^Q' = m, B'q'' = SO,

F'B'F^3, F'B"^F' = 6, FB'P' = 6, B^F^ -=2\,

F'B'^,=-2, F'B'Q,==3, FB'q, = 6, B'q,=^1.

Mehrere dieser Zahlen sind durch die zuletzt angegebenen beiden

Formeln zweiter Dimension von einander abhängig; z. B. ergiebt

die Formel für v^ nach Substitution der Sturm'schen Zahlen

1. für das durch F^ definirte zweistufige System:

5=1 + 2.1 + 2,

2. für das durch F^B definirte System:

4=1 + 2.0 + 3,

3. für das durch F^B^^ definirte System:

4 = + 2.1 + 2,

4. für das durch F'^B^ definirte System:

6 = 1 + 2.1 + 3,

5. für das durch FB^ definirte System:

9=1 + 2.1 + 6,

6. für das durch B^ definirte System:

20 = 1 + 2.6 + 7.

In diesen sechs Systemen hatten die Ausartungssymbole der

angewandten Formel sämmtlich den Werth null. Wendet man aber

auf dieselben sechs Systeme die Formel für q^ an, so ergiebt sich

in den sechs Fällen beziehungsweise:

20 = 3 . 6 + 2 + 0,

16 = 3.3 + 3 + 4,

16 = 3 . 3 + 2 + 5,

24 = 3.6 + 3 + 3,

36 = 3.6 + 6 + 12,•
80 = 3.21 + 7 + 10,

wo die letzten Zahlen der rechten Seiten die Werthe von bie in

den sechs Systemen sind.

Durch die in diesem Paragraphen berücksichtigten Bedingungen

lassen sich viele andere auf die cubische Raumcurve bezügliche Be-

dingungen ausdrücken. Daher sind die berechneten Anzahlen die
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Quelle für viele andere Anzahlen. Z. B. ergiebt sich die Zahl N der

zwölf (jegehem Flüchm zweiten Grades herährenden cuhischen llaum-

curven vermöge der in § 14 am Schluss von Nr. 1 (pag. 57) an-

gegebenen Formel aus den hier unter Nr. XIV berechneten Anzahlen

auf folgende Weise:

= 2''
. (80160 -M2i . 134400 +12^. 209760 + 12^ .

297280

+ 12,.375296H-12,.415360+ 12,. 401920+ 12,. 343360

4- 12« . 264320 + 12, . 188256 + 12,« .
128160

+ 12ii. 85440 + 56960)

=^5819539783680.

§ 26.

Anzahlen für IMancurven vierter Ordnung in fester Ebene.

Herr Zeuthen hat in den Berichten der Kopenhagener Akademie

(Naturw. og math. Afd. 10 Bd. IV, 1873) [Lit. 39] für Plancurven

n*«'^ Ordnung in fester Ebene eine Reihe von Ausartungen besprochen

und Formeln erster Dimension zwischen Ausartungsbedingungen und

sonstigen Bedingungen aufgestellt. Diese Formeln sind dann vom

Verfasser auf Plancurven im Räume erweitert (Math. Ann. Bd. 13,

pag. 443). In der genannten Abhandlung hat dann Herr Zeuthen

auch AnzaJden für die in fester Ebene befindlichen Plancurven

vierter Ordnung aus deren Ausartungsanzahlen berechnet. Die Sym-

bole der berechneten Anzahlen setzen sich fast sämmtlich aus den

beiden elementaren Bedingungen v und q zusammen, von denen

V bedeutet, dass die Ourve in fester Ebene durch einen auf

dieser Ebene gegebenen Punkt gehe,

Q bedeutet, dass die Curve in fester Ebene eine auf dieser

Ebene liegende Gerade berühre.

Systeme, deren definirende Bedingung nur v und q enthält,

werden Elementarsysteme genannt. Die in den Elementarsystemen

der Curven vierter Ordnung auftretenden Ausartungen hat Herr

Zeuthen sämmtlich beschrieben. Beispielsweisöfteählen wir hier

die Ausartungen auf, welche in den Elementarsystemen der xmnU-

allyemeinen Gurve vierter Ordnung zwölften Ranges auftreten.

1. Die Ausartung a besteht aus einer Curve vierten Grades

mit einem Doppelpunkt, der Doppelpunkt ist zweifacher Rangpmikt.

2. Die Ausartung | besteht aus einem Kegelschnitt und einer

doppelten Ordnungsgeraden, welche den Kegelschnitt in zwei zwei-

fachen Rangpunkten schneidet und sechs einfache Rangpunkte enthält.
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3. Die Ausartwig fj besteht aus einem Kegelsclinitt und einer

doppelten Ordnungsgeraden, welche den Kegelschnitt in einem drei-

fachen Rangpunkte berührt und sieben einfache Rangpunkte enthält.

4. Die Ausartung t, besteht aus einer doppelten und zwei ein-

fachen Ordnimgsgeraden, welche alle drei einen gemeinsamen Punkt

haben, der vierfacher Rangpunkt wird. Die doppelte Ordnungs-

gerade enthält ferner acht einfache Rangpunkte.

5. Die Ausartung x besteht aus zwei zweifachen Ordnungsge-

raden, welche sich in einem dreifachen Rangpunkte schneiden und

von denen die eine sechs, die andere drei einfache Rangpunkte

enthält.

6. Die Ausartung A besteht aus einer dreifachen und einer ein-

fachen Ordnungsgeraden, welche sich in einem zweifachen Rang-

punkte schneiden. Die dreifache Ordnungsgerade enthält zehn ein-

fache Rangpunkte. Die elf Rangpunkte sind in ihrer Lage auf der

dreifachen Ordnungsgeraden derartig von einander abhängig, dass

der zweifache Rangpunkt und neun einfache Rangpunkte den zehnten

1552 -deutig bestimmen und dass die zehn einfachen Rangpunkte

den zweifachen 3280 -deutig bestimmen.

7. Die Ausartung v besteht aus einer vierfp^chen Ordnungsge-

raden, auf welcher zwölf einfache Rangpunkte liegen. Die zwölf

Rangpunkte sind in ihrer Lage auf der vierfachen Ordnungsgeraden

derartig von einander abhängig, dass elf unter ihnen den zwölften

451440 -deutig bestimmen.

8. Die Ausartung -O- besteht aus einem doppelten Ordnungs-

kegelschnitt, der zugleich* doppelter Rangkegelschnitt ist und acht

einfache Rangpunkte enthält.

Die Ausartungen l und v kann man gerade so wie die Aus-

artungen der cubischen Plancurven in §§ 23 und 24 durch homo-

graphische Abbildung aus der allgemeinen Curve erzeugen, indem

man das Centrum der Homographie erstens in einen beliebigen

Punkt der Curve, zweitens in einen beliebigen Punkt ihrer Ebene

legt. Deshalb führen die bei A und v angegebenen Stammmhlen
zu den folgenden Sätzen für die allgemeine Curve:

Legt man durch einen beliebigen Punkt einer punM- allgemeinen

Plancurve vierter Ordnung C^^^ erstens die in ihm berührende Tangente,

zweitens die übrigen sehn Tangenten , so sind diese elf Strahlen^ damit

sie überhaupt so einer C^^^ angehören können, derartig von einander

abhängig^ dass die erstgenannte Tangente und neun von den andern
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Tangenten die zehnte 1552 -deutig bestimmen^ und dass die zehn zidetzt-

genannten Tangenten die zuerstgenannte Tangente 3280 -deutig hestimmen.

Legt tnan an eine punU- allgemeine Curve vierter Ordnung C^^'^

von einem heliebigen Funlcte ihrer Ebene aus die zwölf Tangenten ^ so

sind diese zwölf Strahlen y damit sie überhaupt so einer C^^ angehören

Immen j derartig von einander abhängig, dass elf von ihnen die zwölfte

451440-deutig bestimmen*.

Das SyDibol jeder der oben beschriebenen acht Ausartungen

bezeichne zugleich die einfache Bedingung, welche eine (7^^^ dadurch

erfüllt, dass sie in der angegebenen Weise ausartet. Dadurch ent-

stehen acht Ausartungsbedingungen. Zwischen diesen und den Be-

dingungen V und Q lassen sich viele Gleichungen aufstellen, aus

denen Herr Zeuthen mit Bestätigungen die fulgenden beiden

Formeln erhält:

6 .
1/ - () = 2 . g + 3 . 7^ + 4 . J -f 3

.

X + 6 . A-f 12 . V + 2 .

'^

,

und

27.i^ = «-f 20.? + 32.i? + 46.g-f 24.x-f45.A-f72.i/ + 14.^.

Wir stellen nun für mehrere Sorten von Flancurven vierter

Ordnung die wichtigsten der von Herrn Zeuthen berechneten An-

zahlen zusammen.

I. Die Curve hat einen dreifachen Punkt, hat also in fester

Ebene die Constantenzahl 10. Für sie ist:

1/10 _ 60

v''q = 288

i;>'^=1332

v'q' 5496-

r>o-^- 59940

vq'^6606SS
546120

1;^"= 151008

v-'q' = 301032
7/^(>"'^ = 464976

n. Die Curve besitzt drei Doppelpunkte, hat also in fester

Ebene die Constantenzahl 11. Für sie ist:

1/11 _ 620

v'^Q = 2184

v'q' = 7200

1/2^*^=783584

1/ ^10=728160

^11 =581904

21776 i/->*'= 295544

59424 v^q'= 605320

^<5^-5= 143040 1/^'= 699216

III. Die Curve besitzt zwei Doppelpunkte, hat also in fester

Ebene die Constantenzahl 12. Es bezeichne b jeden der beiden

Doppelpunkte, also b auch die Bedingung, dass einer von ihnen

auf einer in der festen Ebene gegebenen Geraden liege, by die Be-

dingung, dass ein Doppelpunkt gegeben ist.

* Die algebraische Herleitung dieser Gradzahl einer gewissen Gleichung

wird durch die gegenwärtige Preisaufgabe der königl. dänischen Akademie

verlangt.
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v^^ =225
v'^Q =1010

2;^'V'^=4396

18432

73920

i/^(>^ =280560
v'^Q^ =994320

i^V' == 3230956

!/>« =9409052
v^q' =23771160
z.'-i^io^ 50569520
^(>i^= 89120080
Q^'' - 129996216

&i;ii =170
6i/^V = 832

6v>^= 3972

5i;V'= 18336

6vV''= 81312

?>v«^-^ = 342240
&2.5()'^= 1350952

?^i/*()^ = 4908332

&i/'>-^= 16076136

?;v2^» = 45412832

61/ (j^«= 106132960

hQ^^ =201239472

hy =20
h^Q = 102

6^i/V^=508

&^vV'= 2448

Z>^z/"()^= 11328

&^ 1,5 ^-^=49620

&^i^V"=203272r

&^i/V'= '765288

2>^i/'^(>^= 2599328

hjVQ' =7567088
2>.()^'» =18037920

IV. Die Curve hat eineu Doppelpunkt, der h hüi^Äii^]. soll. Die

Constantenzahl ist 13.

6V1 =1
&VV = 6

&V(>^ = 1296

&2^5^«=: 45382

&V()^= 258112

&V()«= 1379412

&2i/V = 6732832
&2i/()i« = 27850500

Wq^^ =91446048

hv^'' =9
hv^^Q =52
Z^i/io^'-^^SOO

&!/>' = 1728

hv^Q^ =9936

6vV-' =56688
Iv^Q^ -318000
hv'^Q'' = 1729898

2^1/V' = 8888960
&^,3^u =41976108
6a,2^io_ 172056352

hvQ'' =580054968
})Q^'' = 1563293916

v^'' =27
v^'^Q = 144

i,i>2_76o

3960

20304

v^Q^ = 101952

,/^<> =498336
v^q'^ =2352720
i^>« =10632444-

v^^^ =45442800
i;^^i«= 181059912

12VQ "

«13

653188288

2054961360

5474784888

V. Die Curve besitzt keinen Doppelpunkt, ist also punktall-

gemein oder zwölften Ranges und hat die Constantenzahl 14.

i,«^8 =16680961/1* =1
v'^'q = 6
12.2_ 36

216

1296

7776

Q'

1,8 ^<5 =46656
v^' = 279600

9840040

56481396

308389896
i/^()i^= 1530345504

''' =6533946576
= 23011191144
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§ 27.

Aiizjihlen für die lineare Coiigruciiz (Lit. 40).

Die Gesammtlieit der oo^ Stralilen, welche zwei Gerade (j und h

zugleich schneiden, nennen wir eine lineare Congruenz C. Dieselbe

hat den Bündelrang 1 und den Feldrang 1. Sie besitzt zwei Aus-

artungen:

1. die Ausartung £, welche dadurch entsteht, dass die beiden

erzeugenden Axen g und h unendlich nahe liegen, ohne im

allgemeinen sich zu schneiden;

2. die Ausartung (?, welche dadurch entsteht, dass die beiden

erzeugenden Axen g und h sich schneiden, ohne im allge-

meinen unendlich nahe zu liegen.

Um die oo^ Strahlen einer ausgearteten Congruenz e zu er-

halten, legen wir durch eine der beiden unendlich nahen Axen,

etwa durch g, eine Ebene v^ diese schneidet h in einem einzigen

Punkte F, weil ja g und /i, obgleich unendlich nahe, nicht in einer

und derselben Ebene sich befinden. Der durch den Coincidenzstrahl

g gelegten Ebene v ist also in dieser Weise ein ganz bestimmter

Punkt V auf eben diesem Strahle ö' zugeordnet, so dass jeder in

V liegende und durch V gehende Strahl beide Axen schneidet. Die

00^ Strahlen der Congruenz bilden also co^ Strahlbüschel, deren

Scheitel auf dem Coincidenzstrahl g liegen und deren Ebenen durch

g gehen. Da die Scheitel die Schnitte der Ebenen eines Ebenen-

büschels mit einer Geraden sind, so ist die Reihe der Scheitel der

Reihe der Ebenen projectiv*. Die oo^ Strahlen einer ausgearteten

Congruenz 6 werden gebildet erstens durch die Strahlen des

Strahlenbündels, dessen Scheitel der Schnittpunkt p der beiden

Strahlen g und h ist, zweitens durch die Strahlen des Strahlen-

feldes, dessen Ebene die Schnittebene e der beiden Strahlen g uM
h ist.

Ausser den beiden Bedingungen e und (?, welche aussprechen,

dass die Congruenz zu einer Ausartung e resp. ö wird, und den

auf g imd h bezüglichen Bedingungen, definiren wir für die Con-

gruenz G noch die beiden folgenden Bedingungen:

die einfache Bedingung ß, dass die Congruenz C einen ihrer

Strahlen in einem gegebenen Strahlbüschel habe, und 1

* Dieses Gebilde s würde in derjenigen Geometrie von fünf Dimensionen, %
welche statt des Punktes oder dos Strahls (Liniengeometrie) den StraUhüschel

als Uauuiulemcut auffasst, eine fundamentale Rolle spielen (cf. pag. 9).
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die zweifaclie Bedingung B, dass die Congruenz einen ge-

gebenen Strahl enthalte.

Wir erinnern uns nun, dass wir die beiden Gleichungen, welche

zwischen
8, (5, g, h, ß

bestehen, schon in § 15 abgeleitet haben, nur dass wir dort diese

Bedingungen nicht eigentlich der linearen Congruenz, sondern dem

aus g und h bestehenden Strahlenpaare zugewiesen haben. Wir

entnehmen also dem § 15 (pag. 58) die Gleichungen:

1) + s^^ß,

2) s=rg^-h-ß,

woraus folgt:

3) ^ + /^ = (7 + 2.f,

4) 2.ß-g-h = a.

Ferner haben wir gemäss den Definitionen von s und ö

5) sh = sg,

6) (jß= öii-\-ae^

7) öB=öp^ + ae\

Endlich ist nach den Tncidenzformeln (§12, pag. 41 Nr. 13):

8) B = ßg^cf
und

9) B = ß}i-h\

Man kann nun die ö enthaltenden Ausartungssymbole sehr

leicht direct aus den axiomatischen Anzahlen berechnen, z. B.

^(g + ^0' = 35(?//i^ + 35a^^/i^

= UOaGhs+U0ögsff=- 280,

a ge li ß^ = age h (p + e)* = 6 . 6ge hp^ e^ -\- 4. öge hp e^

=- 10. ögehpe^ = 10,

öghßB^ = 6gh{p+ €)(p^^ey= 2.ögh(p-\-e),ji:^e^

= 2.6ghp^e^ + 2. aghp^e^ = 4-.

Von den s enthaltenden Symbolen wissen wir, dass diejenigen

gleich null zu setzen sind, welche eine mehr als vierfache auf g
und h bezügliche Bedingung enthalten, weil ja bei s der Strahl h

dem Strahle g unendlich nahe liegt.

Aus den Zahlen ö und aus denjenigen Zahlen f , welche gleich

null sind, lassen sich aber, vermöge der obigen Formeln, die An-

zahlen der linearen Congruenz leicht berechnen. Dabei braucht

man von zwei sich dual entsprechenden Symbolen oder von zwei Sym-
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holen, die durch Yertauschung von g und h in einander ühergehen,

natürlich nur das eine zu berechnen. Wir haben also nur die im

Folgenden angeführten einstufigen Systeme zu behandeln. Der

Kürze wegen ist jedes System nach der dasselbe definirenden,

siebenfachen Bedingung benannt.

1. Im Systeme GJh ist bekamt: £ = 0, (?=1, ^ = 0, /i=l*,

also ergiebt sich auf zweifache Weise, nämlich sowohl aus Formel

1 wie aus Formel 2 die Zahl:

Ghsß=\.

2. Im Systeme Gheß ist bekannt: £ = 0, (?=1, ^ = 0, h=l',

also: ^-, ^o

Gheß^=l, ebenso Ghpß^=l.

3. Im Systeme Ghß^ ist bekannt: £= 0, (?= 2, ^= 0, /i= 1 + 1-,

also:
Ghß''=^2.

4. Im Systeme Gß"" ist bekannt: (7 = 0, .^-=0, /^ = 2; also

(Formel 4):

5. Im Systeme g^h ß ist bekannt: £ = 0, ö = 2,.9=l,/i==l; also:

gshß'-2.

6. Im Systeme gs he ß^ ist bekannt: £ = 0, (? = 3, ^r= 1 , /^= 2; also

:

gsKß^ = ^y ebenso gs hp ß^ = 3.

7. Im Systeme g^hß^ ist bekannt: (7 = 6, ^ = 2, /i = G; also:

8. Im Systeme g.ß" ist bekannt: (? = 0, ^( = 1, /* = 7-, also:

(/.^^ = 4.

9. Im Systeme g^heß'' ist bekannt: (7 = 4, «7 = 3, /i = 3-, also:

geheß^ = ^, ebenso gphpß^= h.

10. Im Systeme (/./^p^' ist bekannt: (7 = 6, ^ = 3, /i= 3; also:

11. Im Systeme ^./^^Mst bekannt: (7= 10, 0^= 7, /* = ^> + 6; also:

g,hß^==U, ebenso gphß^=U.

12. Im Systeme ^,/3-' ist bekannt: (7 = 0, ^ = 4, /i=14; also:

^,/3«= 9, ebenso (/^/3^" = 9.

13. Im Systeme ghß' ist bekannt: (7 = 20, ^ = 28, /i = 28; also:
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14. Im Systeme gß^' ist bekamit: 6 = 0, g=lS, /i^SS-, also:

gß' = 28,

15. Im Systeme /3^ ist bekamit: (? = 0, g= 2S, /i = 28; also:

^«=28.

Ebenso kann man diejenigen Systeme behandeln, deren defini-

rende Bedingmig auch B enthält. Die aus solchen Systemen her-

vorgehenden Anzahlen kaim man ausserdem auch direct durch die

Formeln 8 und 9 finden. Man findet so:

jBgsh = l, BGhe= BGhp = 0, BßGh = 0, BßgsJie = l,

Bß'G = 0, Bß'gsh = 2, Bß'g^h^ = Bß'geK= 2, Bßhuhp = 2,

Bß'gs = l, Bß'geh^b, Bß% = ^, Bß'gh=U,
Bß^g =10, Bß'=10.

B'G =0, B'gsh = 0, B'gehe=l, B^gehp-1,

B^ßg, = 0, B'ßgeh^2, B'ß%=l, B'ß'gh = 6,

B^ß^g= 4:, B^ß^= 4..

B'g^ =0, B'gh = 4., B'ßg = 2, B'ß' = 2, B^= 2.

Bei jeder Congruenz, welche eine achtfache Bedingung erfüllt,

die heine auf g oder h bezüglicbe Bedingung enthält, kann man jede

der beiden erzeugenden Axen als Strahl g resp. h auffassen. Des-

halb müssen die numerischen Werthe derartiger achtfacher Beding-

ungen halbirt werden, wenn man die Unterscheidung von g und h

fallen lässt. Es folgen also z. B. aus den Resultaten ß^ = 28,

J5|/3^= 10 .die nachstehenden Sätze:

„Es giebt vierzehn lineare Congruemen, welche in jedem von acht

gegebenen Strahlbüscheln einen Strahl besitzen.

Es giebt fünf lineare Congruemen, welche einen gegebenen Strahl

und ausserdem sechs in gegebenen Strahlbüscheln liegende Strahlen ent-

halten."

Wir führen noch die Bedingung f ein, welche verlangt, dass

die lineare Congruenz irgefiid-eine ihrer beiden erzeugenden Axen

eine gegebene Gerade schneiden . lässt. Dann ist also immer

f-g^-'h.

Vermittelst dieser Gleichung ergeben sich die Werthe der f

enthaltenden Symbole aus den oben angegebenen Zahlen, z. B.

f^ß^_ (^ _!_ /,)4^4 _ ^4^4 ^ 4^3 /^^4 _^ 6^2/^2 ^4 _^ ^^J^Zß^ ^ ;^4^4

= 2.Gß^ + S.gshß^ + 6.geheß^ + 6.gJij,ß'

+ 6.g^heß^+ Q-gpKß^ + S'9hß' + 2.Hß'
= 4,l-fl6.7-fl2.54-12.6
= 248.
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= 4.3 + 2.14 = 40.

Bei der Berechnung der oben abgeleiteten Zahlen ergeben sich

auch die Werthe der £ enthaltenden Symbole. Von diesen sind die

folgenden von null verschieden.

aß'G =1, £^Va= 4, 8ß%=^sß%= 9, eß'g-=2S, £ß'=2S,
sBß^g,= \, £Bß'g,= sBß% = S, sBß'g^lO, sBß^> = m,
EB'ßg, = sB^ßg^==l^ 8B'ß'g = A, sB'ß^ = 4,

eB^g =2, sB^ß = 2.

Aus jeder dieser Anzahlen folgt wegen der go^ in s liegenden

Strahlbüschel (cf. die oben gegebene Definition) ein Satz, welcher

sich auf eine gerade Punktreihe und einen ihr projectiven Ebenen-

büschel mit gemeinsamem Träger bezieht; z. B. ergeben die ersten

von den eben zusammengestellten Anzahlen die Sätze:

„Gegeben sind im Baume drei Ebenen und in jeder ein Punkt.

Dann hat jede Gerade die Eigenschaft, die drei Ebenen in drei Funk-

ten m schneiden j die beziehungsweise projectiv sind den drei Ebenen^

tvelche die Gerade mit den drei gegebetien Punkten verbinden.

Gegeben sind im Baume vier Ebenen und in jeder ein Punkt.

Bann giebt es einen Complex vierten Grades von Geraden ^ welche die

Eigenschaft haben, die vier Ebenen in vier Punkten so zu schneiden,,

dass diese vier Punkte den vier Ebenen projectiv sind, welclie die Ge-

rade mit den vier gegebenen Punkten verbinden.

Gegeben sind im Baume fünf Ebenen und in jeder ein Punkt.

Dann giebt es eine Congruenz vom Feldrang 9 und vom Bündelrang

9, so dass jede Gerade dieser Congruenz die Eigenschaft hat, die fünf

Ebenen in fünf Punkten zu schneiden, die den fünf Ebenen projectiv

sind, tvelche die Gerade mit den fünf gegebenen Punkten verbinden.

Gegeben sind im Baume sechs Ebenen und in jeder ein Punkt.

Dann giebt es eine Linienfläche aclitundzivanzigsten Grades, so dass

jede Gerade dieser Linienfläche die Eigenschaft Jmt, die sechs Ebenen

in sechs Punkten zu schneiden, die den sechs Ebenen projectiv sind,

welche die Gerade mit den sechs gegebenen Punkten verbinden.

Gegeben sind im Baume sieben Ebenen und in jeder ein Punkt.

Dann giebt es achtundzwanzig Gerade, tvelche die Eigenschaft haben,

die sieben Ebenen in sieben Punkten zu schneiden, die den sieben

Ebenen projectiv sind, welche die Gerade mit den sieben gegebenen

Punkten verbindend'
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Behandelt man das Gebilde s um seiner seihst willen^ also ab-

gesehen von seinem Zusammenhange mit der linearen Congruenz

und mit alleiniger Rücksicht auf die Projectivität, so erhält man

die obigen Anzahlen aus den Anzahlen seiner Ausartung ea (cf. § 15),

für welche man daim folgende Definition auszusprechen hätte:

„Die Ausartung s6 besteht aus einem Strahle, welcher Träger

einer geraden Punktreihe und eines Ebenenbüschels ist, so dass eine

ausgeartete Projectivität zwischen den Punkten und den Ebenen statt-

findet, d. h. es ist jedem beliebigen Punkte eine und dieselbe (sin-

gulare) Ebene und jeder beliebigen Ebene ein und derselbe (sin-

gulare) Punkt zuzuordnen (§ 28)."

Die Ausartungsbedingung ea ist dann mit den beiden Beding-

ungen sß und ^g durch die Gleichung verbunden, welche sich aus

Formel 4 durch Multiplication mit e ergiebt, nämlich:

2.ß£-2.gs = s6 (§ 15, Formel 22).

Die oben angegebenen Anzahlen der linearen Congruenz können

dazu benutzt werden, um alle Formeln des § 15 zu controliren

;

z. B. ergiebt sich aus der Formel 31 des § 15 durch Multiplication

mit ß"^ und Ersetzung der Symbole durch Anzahlen:

+ 0-f0 + + 2.4-fl8 = l-f7-f5 + 5-|-7-fl.

Bei der linearen Congruenz existiren übrigens zwischen den

fünffachen, aus ß und g zusammengesetzten Symbolen allgemeine

Gleichungen von demselben Character, wie die in § 16 für die

Flächen zweiten Grades aufgestellten allgemeinen Gleichungen zwi-

schen den aus [i, v^ q zusammengesetzten Bedingungen. Um solche

Gleichungen abzuleiten, entnehmen wir dem § 15 die Formel 33:

eöpe -i-6Bg + A.£gs = Cr-]-gsh-\- gplip + ge h+ gK + Hj

und multipliciren dieselbe mit der Gleichung 2 dieses Paragraphen:

g + h-ß = s.

Dami kommt:

sape(2 g-ß) + 2.eBg^-sBß + 8.£a'-4:.£ßgs

^Gs + Ge + Gs + Gs + Ge-^-Gs

oder

£0pe(2.g-ß) = 6Bß-2.eBg^ + 4.£ßgs-2.£G.

Nun ist wegen der Gleichungen 6 und 7:

£öpe= i£6ß^ — ^.eöB

und, wie schon oben angegeben ist:

£a = 2.ß£-2.g£]
Schubert, Kalkül der abzählenden Geometrie. 13
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also auch:
8ape = {ß'-B){ß-g)8.

Führt man dies oben ein, so kommt:

{2.g-ß)(ß'-B)(ß-g)£ = eBß-2.aBg^ + 4..£ßgs-2.£G

oder

{ß^-B)(ßßg-ß'-2g^) = £Bß-2.sBg-' + 4.£ßgs-2.£Cr.

Ersetzt man nun überall B durch ßg—g^ (Formel 8), so erhält

man schliesslich:

oder

eiß'-ß9 + 9'){ß'-^^ß9 + ^-9')-0.

Ersetzt man jetzt umgekehrt ßg — g^ durch B^ so kommt:

£(ß^-B){ß^-^B) = 0.

Aus dieser Gleichung für das Gebilde € erhält man eine Gleich-

ung für die lineare Congruenz, indem man die Gleichung 2 mit

{ß^ — B){ß^-dß) multiplicirt und die eben gefundene Gleichung

anwendet. Dann kommt:

{g + h-ß){ß'-B)(ß'-^B) = 0.

Multiplicirt man aber die Gleichung 1 mit {ß^ - B) (ß^ - 3 B\

so kommt, da a {ß^ - B){ß^ ^3B) null wird:

ß{ß^-B){ß^-3B) = ö

oder
ß^-Aß'B + 3ßB^ = 0.

Diese Formel kann man leicht durch die berechneten Anzahlen

controliren. Multiplicirt man sie z. B. mit ß^ und ersetzt die Sym-

bole durch Anzahlen, so erhält man:

28-4.10 + 3.4 = 0.

§28.

Anzahlen für die Gebilde, welche aus zwei Geraden bestehen,

deren Punkte oder Ebenen einander projectiv sind (Lit. 41).

Im vorigen Paragraphen erkannten wir, dass das Gebilde £

aus einer geraden Punktreihe und einem ihr projectiven Ebenen-

büschel mit demselben Träger bestand und dass als Ausartung von

£ das Gebilde £ ö aufzufassen war, welches aus einem Strahle g mit

einem ihm incidenten Punkte p und einer ihm incidenten Ebene e

bestand, so dass bei der Projectivität jedem Punkte auf g die Ebene

e und jeder Ebene durch g der Punkt p zuzuordnen ist. Man konnte

nun durch Vermittelung der Gleichung



Die Berechnung von Anzahlen durch Ausartungen. 195

2.ßs-2.gs = sö

aus den leicM zu bestimmenden, so enthaltenden Symbolen zu den

s und g oder ß enthaltenden Symbolen gelangen. Gerade so lassen

sich nun aber auch alle Gebilde behandeln, welche aus zivei ein-

ander projectiven, einstufigen Grundgebilden mit 'beliebig liegenden Trä-

gern zusammengesetzt sind. Die dabei resultirenden Anzahlen lösen

die Probleme der Frojectivität, welche zum Theil von Herrn Sturm
in den Bänden I und VI der Math. Ann, durch synthetisch - geome-

trische Betrachtungen gelöst sind. Geht man dann von den Ge-

bilden, welche aus zwei projectiven einstufigen Grundgebilden be-

stehen, zu den Gebilden über, welche aus zwei projectiven zwei-

stufigen Grundgebilden zusammengesetzt sind, so gelangt man zu

Problemen (hier in den §§31 und 32 behandelt), von denen ein

kleiner Theil von Herrn Sturm in Band X der Math. Ann. gelöst

ist, ein anderer grösserer Theil jedoch (die Probleme der (7orre?a^iow)

von Herrn Hirst in den Proceed. London Math. Soc. Band Y und VHI
und von Herrn Sturm in Band XH der Math. Ann. aus Ausartungs-

anzahlen berechnet ist. Bei der analogen Behandlung des Gebildes,

welches aus dem Punktraume und dem eindeutig darauf bezogenen

Ebenenraume besteht, beabsichtigt Herr Hirst, die Symbolik des

Verfassers zu verwerthen.

Hier soll zunächst das Gebilde F von der Constantenzahl 11

behandelt werden, welches aus zwei Geraden g und h besteht, von

denen die erste, g, Träger einer geraden Funldreilie, die zweite, /*,

Träger einer dam projectiven Ebenenreihe ist. Um die Ausartung

dieses Gebildes deutlich zu erkennen, denken wir uns ausser den

beiden, in beliebiger Lage befindlichen Geraden g und h eine dritte

Gerade Z, welche beide schneidet, und zwar h in q. Dann projicirt

der Ebenenbüschel durch h die Punktreihe auf l derartig, dass jeder

Ebene durch h der Punkt q auf l entspricht, dass aber der Ver-

bindungsebene e von h und l jeder Punkt auf l entspricht. Pro-

jicirt man daher weiter die Punktreihe in l auf die Gerade g durch

irgend einen in der Ebene von l und g liegenden Strahlbüschel,

so entspricht dem Punkte q in l ein bestimmter Punkt p auf </,

also durch Vermittelung von l jeder Ebene durch h ein bestimmter

Punkt p auf g, aber der besonderen Ebene e durch h jeder Punkt

auf g. Die so gewonnene Ausartung der beiden projectiv auf ein-

ander bezogenen einstufigen Grundgebilde hat also folgende Definition

:

Die Ausartung ri des Gebildes F besteht aus einer Geraden ^,

auf welcher ein singidärer Punkt p liegt, und einer Geraden /i,

13*
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durch welche eine singulare Ebene c geht, so dass jedem beliebigen

Punkte in g die Ebene e und jeder beliebigen Ebene durch h der

Punkt p zuzuordnen ist. Die Constantenzahl dieser Ausartung r}

ist also gleich

(4 + l) + (44-l),

also um 1 kleiner als die Constantenzahl des allgemeinen Gebildes

r. r erfüllt also eine einfache Bedingung, wenn es zu einer Aus-

artung fj wird. Diese einfache Bedingung heisse auch rj.

Ausser den einfachen Bedingungen

definiren wir noch die einfache Bedingung g, welche verlangt, dass

eine gegebene Ebene g in einem Punkte schneidet, welcher pro-

jectiv entspricht der Ebene, welche durch h und einen gegebenen

Punkt geht. Durch die Bedingung l tverden also sowohl ein FunU,

als auch eine zugeordnete Ebene als gegeben betrachtet Zwischen den

vier einfachen Bedingungen

9, ^, Vi t

besteht nun eine allgemeingiltige Gleichung, welche wir jetzt ab-

leiten wollen. Wir setzen ein einstufiges System von Gebilden F

voraus und nehmen zwei Punkte Ä und B willkürlich an. Ver-

bindet man dann die Gerade h jedes ;der oo^ Gebilde T mit den

Punkten Ä und B durch Ebenen, so entsprechen in jedem Gebilde

r diesen beiden Ebenen zwei Punkte auf der zugehörigen Geraden g.

Je zwei solche Punkte fassen wir zu einem Punktepaar zusammen

und wenden auf das erhaltene einstufige System von Punktepaaren

die Coincidenzformel erster Dimension für Punktepaare (§ 13) an;

dann haben wir für das Symbol p des § 13 J, für das Symbol q

des § 13 auch g und für das Symbol g des § 13 ^ einzusetzen.

Das Coincidenzsymbol s wird erfüllt erstens von jedem F, bei wel-

chem die Punkte Ä und B mit h in derselben Ebene liegen, d. h.

welches die Bedingung h erfüllt, zweitens von jedem F, bei wel-

chem zwei verschiedenen Ebenen durch h ein und derselbe Punkt

auf g entspricht, d. h. welches die Ausartungsbedingung rj erfüllt;

also hat man:
i+i-g = h + ri

oder

1) 2.i= g + h + ri.

Hat man daher alle Symbole berechnet, welche rj und ausserdem

eine aus g und Grundbedingungen von g und // zusammengesetzte
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Bedingung enthalten, so kaini man vermittelst dieser Formel zu

den Werthen aller aus g, h^ t, zusammengesetzten elffachen Sym-

bole gelangen. Man hat nur mit denjenigen einstufigen Systemen

zu beginnen, deren definirende Bedingung GH als Faktor enthält,

weil für diese die Zahlen g und h gleich null sind. Dann hat man

zu den Systemen gsH und Glis^ von diesen zu den Systemen geH^

g^Hy gslh und so fort überzugehen. Analog gelangten wir bei den

Plancurven (§§ 20, 23 und 24) von den Werthen der ^^ enthalten-

den Symbole zu den Werthen der ^i^ enthaltenden Symbole und

so fort.

Was die Berechnung der Ausartungsanzahlen r] angeht, so

haben wir nur zu beachten, dass eine Ausartung r] die Bedingung

t, auf ztveierlei Weise erfüllen kann, erstens dadurch, dass die Ebene

der Bedingung g die Gerade g in dem singulären Punkte p schnei-

det, zweitens dadurch, dass der Punkt der Bedingung g auf der

durch li gehenden singulären Ebene e liegt; also ist:

2) rii= r}p + rje.

Diese Beziehung führt die Ausartungsanzahlen t} auf die axio-

matischen Anzahlen des Raumes zurück. Es ergiebt sich sehr leicht,

dass alle t? enthaltenden Symbole den Werth haben, mit Aus-

nahme von:

riGHt' = riGH{p + ey = 7iaHp^-\-2.riGHpe + ri(^He^

= 0-f 2.1-fO = 2,

rigsm' = vgsH(p + ef = 3^ . rjg.Hp'e = 3,

rig^H^=4:^.rjgpHp'e = 4.,

7jgsh^^= 4.2 = ^,

rigsh^^=6^ = 10,

rig,hi'= 6, = 20.

Daraus folgen durch die Formel 1 die in der folgenden Tabelle

stehenden Werthe von ^, wobei immer die Werthe von g und h

aus schon berechneten Anzahlen folgen. Die definirende zehnfache

Bedingung steht links voran. Wegen des dualen Verhaltens des

Ebenenbüschels durch h und der geraden Punktreihe auf g haben

immer identische Werthe zwei solche Symbole, welche durch duale

Umwandlung und gleichzeitige Vertauschung von g und h aus ein-

ander hervorgehen, z. B.

g^h,^ und ^Ji«g^'-,

es konnten deshalb mehrere Systeme fortgelassen werden.
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Tabelle der Systeme.
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derartig coincidiren, dass sie sich sclmeiden und ihr Schnittpunkt

sowohl, wie ihre Schnittebene unhestimmt werden. Also folgt z. B.

aus der Formel 5 des § 15, dass die Bedingung, die beiden Axen

g und h sollen sich schneiden, gleich

ist. Ferner folgen aus den Formeln 34 bis 38 des § 15 die Sätze:

1. Diejenigen Strahlen des Raumes, auf welchen vier gegebene

Ebenen vier Schnittpunkte, und vier gegebene, zugeordnete Punkte

vier Verbindungsebenen so bestimmen, dass die vier Verbindungs-

ebenen den vier Schnittpunkten projectiv sind, bilden einen Complex

vom Grade:

2. Diejenigen Strahlen, auf welchen fünf gegebene Ebenen fünf

Schnittpunkte bestimmen, die projectiv sind den fünf Verbindungs-

ebenen mit fünf gegebenen, zugeordneten Punkten, bilden eine Con-

gruenz mit dem Feldrang:

t'(Ghe + gshs+ geH) = 3-{-b-}-1^9,

und dem Bündelrang:

3. Diejenigen Strahlen, auf welchen sechs gegebene Ebenen

sechs Schnittpunkte bestimmen, die projectiv sind den sechs Ver-

bindungsebenen mit sechs gegebenen, zugeordneten Punkten, bilden

eine Linienfläche vom Grade:

g«((^^ +M. +M.+^A+M. +^^ = 2 + 3-f 9 + 9 + 3 + 2 = 28.

Diejenigen Strahlen des Raumes, auf welchen sieben gegebene

Ebenen sieben Schnittpunkte bestimmen, die projectiv sind den

sieben Verbindungsebenen mit sieben gegebenen, zugeordneten

Punkten, sind vorhanden in der Anzahl:

Die eben berechneten Anzahlen sind nichts anderes als die

Anzahlen:

eß%, eß'ge, eß'gp, eß'g, aß'

des § 27.

Wir betrachten jetzt zweitens das Gebilde F' mit der Con-

stantenzahl 11, welches aus zwei Geraden g und h besteht, welcJie

beide Träger von projectiven Ehenenhüscheln sind. Denkt man sich

eine Gerade l, welche g und h schneidet, und projicirt die gerade
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Punktreihe auf l sowohl vermittelst der Ebenen durch g^ wie auch

vermittelst der Ebenen durch /*, so erhält man die folgende Aus-

artung des Gebildes r*':

„Die Ausartung ri besteht aus einer Geraden g, durch welche eine

singulare Ebene f geht, und einer Geraden h, durch welche eine singu-

lare Ebene e geht^ so dass jeder Ebene durch g die Ebene e, und jeder

Ebene durch h die Ebene f zuzuordnen ist. Indem F' zu einer Äus-

artung rj tvird^ erfüllt es eine einfache Bedingung ^
welche wir auch

mit 7] bezeichnen.^^

Zu den einfachen Bedingungen g^ h, ri fügen wir noch die

einfache Bedingung g, welche aussprechen soll, dass durch g und

einen gegebenen Punkt eine Ebene geht, welche projectiv entspricht

einer Ebene, die durch h und einen zweiten gegebenen Punkt geht.

Durch g sind also zwei Punkte gegeben, von denen der eine ^, der

andere h zuzuordnen ist.

Um eine Gleichung zwischen den vier einfachen Bedingungen

9, ^h v> i

zu erhalten, setzen wir ein einstufiges System von Gebilden F'

voraus und nehmen zwei Punkte Ä und JB willkürlich an. Ver-

bindet man bei jedem der oo^ Gebilde F' h mit Ä und B durch

zwei Ebenen, so gehören diesen beiden Ebenen für jedes F' zwei

Ebenen durch g zu. Je zwei solche Ebenen fassen wir zu einem

Ebenenpaar zusammen. Auf das erhaltene einstufige System von

Ebenenpaaren wenden wir dann die Coincidenzformel erster Dimen-

sion für Ebenenpaare an. Dann bekommen wir, ähnlich wie oben

bei F:

i+i-g-h+n
oder

4) 2.^= g-\-h + ri.

Hiernach kann man, ebenso wie oben, alle elffachen aus

gj hj g zusammengesetzten Symbole bestimmen, sobald die rj ent-

haltenden Symbole berechnet sind. Da aber der Ebenenbüschel aus

der geraden Punktreihe durch duale Umformung hervorgeht, so

stimmt bei unserem F' der Werth jedes n enthaltenden Symbols

mit dem Werthe desjenigen auf F bezüglichen Symbols überein,

welches aus dem erstgenannten Symbole dadurch hervorgeht, dass

man die auf g bezügliche Bedingung dual umformt, die übrigen

Bedingungen aber unverändert lässt. Da ferner auch Gleichung

4 aus Gleichung 1 hervorgeht, indem man alle Bedingungen un-

verändert lässt, nur g dual umformt, d. h. auch unverändert lässt,
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SO ist der Werth jedes Symbols für unser Gebilde F' gleich dem
Wertlie desjenigen Symbols für JT, welches dadurch entsteht, dass

man die auf g bezügliche Bedingung dual umformt, die übrigen

Bedingungen unverändert lässt. Wir können daher die Zahlen für

r' aus der Tabelle der Zahlen für F unmittelbar ablesen und er-

halten dadurch:

GH' =2, gAi'^9, gM' = ^^,

Gl' =1, gJiV-1, gpW= 6, gJi^V-^, M.g'=19,
g,t' =4, gM' = ^, 9eH' =16,

9pt' =6, gel' =10, gilt' =24, ^g^« =20, g^^ ^20.

Jedem von den eben angegebenen Symbolen ist jetzt dasjenige

gleich, welches aus ihm durch Vertauschung von g und h hervor-

geht, z. B. ^6^5^^ = 9, gphsl' = ?>. Die eben berechneten Zahlen

sind schon von Herrn Sturm in seinen „Problemen der räumlichen

Projectivität" (Math. Ann. Bd. VI) auf anderem Wege gefunden.

Wendet man auf das aus g und h gebildete Strahlenpaar

wieder die Coincidenzformeln 34 bis 38 des § 15 an, so erhält

man die Sätze:

1. Diejenigen Strahlen des Raumes, welche, mit vier gegebenen

Punkten verbunden, Ebenen liefern, die projectiv sind den vier

Verbindungsebenen mit vier anderen gegebenen, zugeordneten Punkten,

bilden einen Complex vom Grade

Gh + g,H=2Jr2 = 4..

2. Diejenigen Strahlen des Raumes, welche, mit fünf gegebenen

Punkten verbunden, Ebenen liefern, die projectiv sind den fünf

Verbindungsebenen mit fünf anderen gegebenen, zugeordneten Punkten,

bilden eine Congruenz vom Feldrang:

Ghe + gshs + geH=-3 + 6 + 3 = ll,

und vom Bündelrang:

Ghp +g.A + gpH=l-{-6 + l = l.

3. Diejenigen Strahlen des Raumes, welche, mit sechs gegebenen

Punkten verbunden, Ebenen liefern, die projectiv sind den sechs

Verbindungsebenen mit sechs anderen gegebenen, zugeordneten

Punkten, bilden eine Linienfläche vom Grade

Gh +gX +gJip+gA + gph, +gH=2 + 9 + 3 + 9 + 3 -{-2 = 28.

Es giebt im Räume

G + gJi + gehe + gphp + gK + H=l + l + 19 + 3 + 1 + 1 = 38
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Strahlen, welche, mit sieben gegebenen Punkten verbunden, sieben

Ebenen liefern, die projectiv sind den sieben Verbindungsebenen

mit sieben anderen gegebenen, zugeordneten Punkten.

Die letztgenaimten Anzahlen leitete der Verfasser schon in den

Math. Ann. Bd. 10, pag. 89 aus den Stürmischen Anzahlen ab.

§ 29.

Anzahlen für das Gebilde, welches aus einem Ebenenhüschel

und einem ihm projectiven Strahlbüschel besteht (Lit. 41).

- Wir betrachten das Gebilde F, welches aus einem Ebenen-

büschel mit dem Träger g und einem Strahlbüschel mit dem Schei-

tel p und der Ebene e so zusammengesetzt ist, dass die Strahlen

des Strahlbüschels den Ebenen des Ebenenbüschels projectiv sind.

Die Constantenzahl dieses Gebildes ist 4 + 5 + 3 = 12. Für seine

Ausartung J gewinnen wir durch Projectionen der einstufigen Grund-

gebilde auf -einander, analog wie in § 28, die folgende Definition:

Die Ausartung d besteht aus einer Geraden ^, durch welche

eine singulare Ebene f geht, und einem Strahlbüschel, der den

Scheitel j?, die Ebene e und einen singulären Strahl h besitzt, so

dass jeder Ebene durch g der Strahl h und jedem Strahle des

Strahlbüschels die Ebene f entspricht. Indem ein Gebilde F zu

einer Ausartung ö wird, erfüllt es eine einfache Bedingung, die wir

auch mit d bezeichnen.

Zu den einfachen Bedingungen:

fügen wir noch die einfache Bedingung J, welche ausspricht, dass

durch g und einen gegebenen Punkt eine Ebene geht, die projectiv

ist dem Strahle, welcher, in dem Strahlbüschel (^, e) liegend, eine

gegebene Gerade schneidet. Durch g werden also ein Funkt und eine

Gerade als gegeben vorausgesetzt Um die Gleichung abzuleiten, die

zwischen den fünf Bedingungen:

besteht, setzen wir ein einstufiges System von Gebilden F voraus,

nehmen willkürlich zwei Punkte A und B an und verbinden in

jedem der oo^ Gebilde F g mit A und B duKjh zwei Ebenen. Die

diesen beiden Ebenen entsprechenden Strahlen des zugeordneten

Strahlbüschels fassen wir als Strahlenpaar zusammen und wenden

auf das erhaltene einstufige System von Strahlenpaaren die Coinci-

denzformel 21 des § 15 an. Dann erhalten wir:

j
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oder
l-{-^-p-e = g-\-d

2.t,=p-{-e-{-g + d.

Vermittelst dieser Formel können wir, indem wir so verfahren

wie in § 28, alle aus p, ^) ö-, t zusammengesetzten zwölffachen

Symbole berechnen, sobald die d enthaltenden Ausartungssymbole

berechnet vorliegen. Diese Ausartungssymbole aber bestimmen sich

wieder sehr leicht durch Combinationszahlen. Es ist nämlich, analeg

der Gleichung 2 des § 28:

z. B.

8peGi' = dpeG{f^'kf = b^,dpeGfh^==b^.2--liS,

d^ge r' = öp^ge {f+ ^y = 63 . d^FgeP= 63 . 2 = 40.

So erhält man nach und nach die in der folgenden Tabelle

unter ^ zusammengestellten Anzahlen aus den unter d stehenden

Ausartungsanzahlen und den schon berechneten, unter p, e, g stehen-

den Anzahlen. Die definirenden Bedingungen der betrachteten ein-

stufigen Systeme sind links vorangestellt. Viele Systeme konnten

jedoch fortgelassen werden, weil der Werth jedes zwölffachen auf

r bezüglichen Symbols identisch ist mit dem Werthe desjenigen

zwölffachen Symbols, welches entsteht, indem man die Strahlbüschel-

bedingung dual umformt, die übrigen Bedingungen aber unverändert

lässt.
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P

pGi'

P'gsi'

pegsi^

p'gei'

P^pt^
pege l^

pcQp^^

P^eg^'
p3ß2gG

PösV
p'9eV

p'gpV

pege V
pcgpi'^

fgV
pegV
fe%^

gsl'

pgei'

P9pt^

P'gi'

pegi^

py

gei'

gpi'

pgl^

pn'
pei'

gi''

30

40

70

4

3

21

9

3

8

14

6

3

44

15

7

32

32

16

8

40

4

82

42

48

6

26

140

40

130

1
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geraden Punktreilie mit dem Träger g und einem Strahlbüscliel be-

steht, dessen Strahlen den Punkten auf g projectiv sind. Bezeichnet

man die Bedingungen für dieses Gebilde ebenso wie für F, so ist

der Werth jedes Symbols für V gleich dem Werthe desjenigen auf

F' bezüglichen Symbols, welches entsteht, wenn man die auf ^ be-

zügliche Bedingung dual umformt und die übrigen unverändert lässt.

§ 30.

Anzahlen für das Gebilde, welches ans zwei projeetiven

Strahlhüscheln besteht (Lit. 41).

Wir betrachten das Gebilde F mit der Constantenzahl 13, wel-

ches aus zwei Strahlbüscheln mit den Scheiteln p und p^ und den

Ebenen e und e' so zusammengesetzt ist, dass die Strahlen des einen

Strahlbüschels den Strahlen des anderen projectiv sind. Für F
finden wir, analog wie in den §§ 28 und 29, durch Projectionen

eine Ausartung y mit folgender Definition:

Die Ausartung y besteht aus einem Strahlbüschel, der den

Scheitel p, die Ebene e und den singulären Strahl li hat, und aus

einem zweiten Strahlbüschel mit dem Scheitel p\ der Ebene e' und

dem singulären Strahl Ä;', so dass jedem Strahle des ersten Strahl-

büschels der Strahl F im zweiten Strahlbüschel und umgekehrt

jedem Strahle des zweiten Strahlbüschels der Strahl h im ersten

Strahlbüschel projectiv zuzuordnen ist. Indem F zu einer Ausartung

y wird, erfüllt es eine einfache Bedingung, die wir auch mit y

bezeichnen.

Wir definiren ferner die einfache Bedingung J, welche aus-

sprechen soll, dass zwei gegebene Gerade von entsprechenden

Strahlen der beiden Strahlbüschel geschnitten werden sollen. Um
die Gleichung abzuleiten, die zwischen den sechs einfachen Beding-

ungen

y, p, e, p\ d, %

besteht, setzen wir ein einstufiges System von Gebilden F voraus

und nehmen zwei Gerade a und & willkürlich an. In jedem der

oo ^ Gebilde F ziehen wir dann zu den beiden Strahlen, welche

durch p gehen, in e liegen und a resp. & schneiden, die entsprechen-

den Strahlen in dem zweiten Strahlbüschel mit dem Scheitel p'

und der Ebene d . Die beiden so construirten Strahlen jedes in

dem einstufigen Systeme liegenden Gebildes F fassen wir zu einem

Strahlenpaare zusammen, und wenden dann auf das erhaltene, ein-
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stufige System von StraUenpaaren die Coincidenzformel 21 des § 15

an. Dabei beachten wir, dass das Coincidenzsymbol erfüllt wird

erstens von jedem Gebilde F, welches die Ausartungsbedingung y

erfüllt, zweitens aber auch von jedem Gebilde, bei welchem ein

Strahl, der dem Strahlbüschel (p, e) angehört, a und h zugleich

schneidet, d. h. welches die Bedingung

p + e

erfüllt, da ja immer (§ 6) g^-ge + gp ist. Wir erhalten also die

folgende Gleichung:

i+i-p'-e' = y-\-p + e

oder

1) 2.S= y + 23H-e +y + e'.

Vermittelst dieser Formel finden wir durch dasselbe Verfahren

wie in den §§ 28 und 29 die Werthe der auf F bezüglichen Sym-

bole aus den Werthen der y enthaltenden Ausartungssymbole. Die

letzteren sind wieder grösstentheils null, die wenigen von null ver-

schiedenen sind Producte einer Combinationszahl mit 1 oder 2, mit

2, weil es zwei Gerade giebt, die vier gegebene Gerade schneiden.

So erhält man nach und nach die in der folgenden Tabelle unter 5

zusammengestellten Anzahlen. Die definirenden Bedingungen der

betrachteten einstufigen Systeme sind wieder links vorangestellt.

Die ihnen zugehörigen Zahlen p, e, p\ ^ sind immer schon aus

voranstehenden Systemen bekannt. Viele Systeme konnten fort-

gelassen werden, weil der Werth jedes dreizehnfachen Symbols iden-

tisch ist mit den Werthen aller derjenigen Symbole, welche ent-

stehen, wenn man die auf _p, e oder die auf y, e' oder die auf _p,

e, p\ ^ bezügliche Bedingung dual umformt und alles übrige un-

verändert lässt.

Tabelle der Systeme.
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acht Strahlen, welche, in dem anderen Strahlbüschel liegend, die

acht Geraden der anderen Gruppe schneiden.

2. Aus i9V2g9 = 96 folgt:

Es seien zwei Gruppen von je neun Geraden gegeben, so dass

neunmal zwei Gerade einander zugeordnet sind, und ausserdem sei

eine Gerade a gegeben. Man denke sich in jedem der oo^ Strahl-

büschel, die ihren Scheitel auf a haben, die neun Strahlen gezogen,

welche die neun Geraden der einen Gruppe schneiden. Dann giebt

es 00^ Strahlbüschel, in denen neun Strahlen liegen, welche die

neun zugeordneten Geraden der anderen Gruppe schneiden und zu-

gleich den erstgenannten neun Strahlen projectiv sind. Die Scheitel

dieser oo^ Strahlbüschel bilden eine Fläche von der sechsundneun-

zigsten Ordnung.

3. Aus g^3 = 3120 folgt:

Es seien zwei Gruppen von je dreizehn Geraden gegeben, so dass

dreizehnmal zwei Gerade einander zugeordnet sind. Dann giebt es im

Baume 3120 mal zwei Strahlbüschel , welche je dreizehn Strahlen von

folgender Beschaffenheit besitzen. Die dreizehn Strahlen des einen

Büschels schneiden die dreizehn Geraden der ersten gegebenen Gruppe,

und die dreizehn Strahlen des anderen Büschels schneiden die dreizehn

Geraden der anderen Gruppe, so dass immer zwei Strahlen, welche

zugeordnete Gerade schneiden^ sich projectiv entsprechen.

§ 31.

Anzahlen für das aus zwei collinearen Bündeln bestehende

Gebilde (Lit. 42).

Die Anzahlen für zwei projective Grundgebilde ziveiter Stufe

lassen sich in ähnlicher Weise aus ihren Ausartungsanzahlen be-

rechnen, wie die Anzahlen für zwei projective Grundgebilde erster

Stufe in den vorhergehenden Paragraphen berechnet sind. Zunächst

behandeln wir das Gebilde F mit der Constantenzahl 14, welches

aus zwei in allgemeiner Lage befindlichen collinearen Bündeln B und

I?' mit den Scheiteln p und p^ besteht. Zwei solche collineare

Bündel erhält man z. B. in den Punkten C und C\ wenn man zwei

Ebenen e und e' und einen Punkt S annimmt, dann jedem Punkte

A auf e denjenigen Punkt A! auf e' zuordnet, in welchem e' von

dem Verbindungsstrahl ÄS geschnitten wird, und die so zugeord-

neten Punkte A und Ä mit G und C" verbindet. Dadurch wird

jedem Strahle durch G ein bestimmter Strahl durch C und auch
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jeder Ebene durch C eine bestimmte Ebene durch C zugeordnet,

und zwar so, dass, wenn ein Strahl durch C in einer gewissen

Ebene liegt, der zugeordnete Strahl auch in der zugeordneten Ebene

liegt. Einen Strahl des einen Bündels und eine Ebene des andern

Bündels nennen wir demgemäss conjugirt^ wenn der dem Strahle

entsprechende Strahl in der Ebene liegt oder, was dasselbe ist,

wenn die der Ebene entsprechende Ebene durch den Strahl geht.

Nimmt man specieller S in der Ebene e an, so gehört jedem Punkte

A auf e ein Punkt A! auf der Schnittgeraden l von e und e^ an,

so dass jedem Strahle durch C ein Strahl durch C" zugehört, welcher

l schneidet. Umgekehrt gehört jedem beliebigen Strahle durch C"

ein und derselbe Strahl durch zu, nämlich der Yerbindungsstrahl

CS. Einer beliebigen Ebene durch C entspricht ein Strahl auf e,

diesem der Strahl l auf e' und diesem endlich die Yerbindungsebene

von (7/ mit l. Umgekehrt aber entspricht einer beliebigen Ebene

durch 0' eine Ebene durch (7, welche auch durch S geht. Dabei

sind die Ebenen durch den Strahl CS perspectiv den Punkten auf

Z, und diese wieder perspectiv den Strahlen des Strahlbüschels,

welcher 0' zum Scheitel hat und in der Verbindungsebene von 0'

mit l liegt. Also sind die Strahlen des letztgenannten Strahl-

büschels projectiv den Ebenen durch den Strahl CS. Wir erhalten

demgemäss eine Ausartung unseres Gebildes jTmit folgender Definition:

Die Ausartung % ist aus zivei collinearen Bündeln mit den

Scheiteln p und p^ zusammengesetzt, so dass durch p ein singulärer

Strahl g, durch p' eine singulare Ebene e' geht. Jeder Ebene durch p
entspricht im allgemeinen nur die Ebene e\ jedem Strahle durch p'

nur der Strahl g. Jeder Ebene durch g aber entsprechen die sämmt-

lichen co^ Ebenen, welche durch einen ganz bestimmten, zugeordneten

Strahl auf e' gehen, und jedem Strahle auf e^ die sämmtlichen oo^

Strahlen, welche in einer bestimmten, zugeordneten Ebene durch g
liegen. Dahei sind die co^ Ebenen durch g projectiv den oo^ Strahlen

des Strahlhilschels , der mit dem Scheitel p' in der Ebene e' liegt.

Die Constantenzahl von oc ist also 3 4-3 + 2 + 2 + 3=13. Diese

Zahl ist um 1 grösser als die Constantenzahl des in § 29 be-

handelten Gebildes, weil nach Festlegung der Träger des Strahl-

büschels und des dazu projectiven Ebenenbüschels noch eine ein-

fache Bedingung erforderlich ist, um auf dem Träger g des Ebenen-

büschels den Scheitel p festzulegen. Indem ein Gebilde F zu

einem Gebilde % ausartet, erfüllt es eine einfache Bedingung,

welche wir auch mit tc bezeichnen.

Schubert, Kalkül cl(!r abzälilenden Geometrie. 14
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Bei der Erzeugimg von % hatten wir den Punkt 8 auf die

Ebene e gelegt. Legen wir zweitens S auf die Ebene e\ so erhalten

wir eine zweite Ausartung ii\ die sich von ti nur dadurch unter-

scheidet, dass nicht durch p^ sondern durch p^ ein singulärer Strahl

geht, der nun g^ heissen soll, und dass nicht durch p\ sondern

durch p eine singulare Ebene geht, die nun e heissen soll. Die

Bedingung, welche F dadurch erfüllt, dass es in ein Gebilde ;c'

ausartet, bezeichnen wir auch mit ^\

TaVl den bisher eingeführten einfachen Bedingungen

p, p\ 7i, %'

fügen wir noch die beiden einfachen Bedingungen % und g'. % be-

zeichne die Bedingung, dass von zwei entsprechenden Strahlen der

durch p gehende eine gegebene Gerade schneide, der durch p'

gehende einen gegebenen Punkt enthalte oder, was ganz dasselbe

ist, dass von zwei entsprechenden Ebenen die durch p gehende eine

gegebene Gerade enthalte, die durch p^ gehende einen gegebenen

Punkt enthalte. ^' bezeichne diejenige Bedingung, welche aus der

eben definirten hervorgeht, wenn man p statt p^ und j)' statt p
setzt. Zwischen den sechs Bedingungen

p, p\ ^, y,\ g, t!

bestehen zwei Gleichungen, welche wir jetzt ableiten wollen. Wir
setzen ein einstufiges System von Gebilden F voraus und nehmen

zwei feste Punkte A und B an, welche wir bei jedem der oo^ Ge-

bilde F mit dem Scheitel p' verbinden. Den beiden Yerbindungs-

strahlen entsprechen dann in jedem Gebilde F zwei Strahlen durch

Pj welche wir als ein Strahlenpaar auffassen. Auf das entstandene

einstufige System solcher Strahlenpaare wenden wir wieder die Co-

incidenzformel 21 des § 15 an. Dann ist das Symbol 0g dieser

Formel gleich g, das Symbol öh auch gleich g, das Symbol ap

gleich p, das Symbol ae der Formel aber gleich ^' zu setzen, weil

6e von jedem Gebilde F erfüllt wird, bei welchem der durch p und

durch den Punkt der Bedingung ae gehende Strahl einem Strahle

entspricht, der durch p' geht und den Verbindungsstrahl AB
schneidet. Endlich ist für das Coincidenzsymbol sa die Bedingung

^ einzusetzen, weil bei jeder Ausartung k den beiden durch p^

und A und B gehenden Strahlen ein und derselbe Strahl durch p
entspricht, nämlich der singulare Strahl //; also erhalten wir:

oder

1.) 2.e-=^'+i7+^.
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Indem wir dieselbe Betrachtung wiederholen, aber bei jedem

gestrichelten Symbole den Strich fortlassen, bei jedem nichtge-

strichelten ihn hinzusetzen, erhalten wir die zweite Formel, nämlich:

2) 2.r^^+jö' + %'.

Aus 1) und 2) folgen durch Elimination von g' und g:

3) 3.^=2.x + ;c' + 2.i)-hi^'

und

4) 3.e' = 2.%' + ;f + 2.i9'+29.

Vermittelst dieser Formeln finden wir alle vierzehnfachen,

aus p^ p\ ^,
?' zusammengesetzten, auf F bezüglichen Symbole,

wenn wir erstens immer von denjenigen Symbolen, welche auf p
und p' bezügliche Bedingungen holierer Dimension enthalten, auf

diejenigen Symbole übergehen, welche derartige Bedingungen niederer

Dimension enthalten, und wenn wir zweitens die Werthe der % und

^^ enthaltenden Ausartungssymbole kennen. Diese Werthe aber gehen,

gemäss der Definition von % und %', unmittelbar aus den Anzahlen

hervor, welche in § 29 berechnet sind. Demgemäss erhält man

folgende Regeln.

1. Ein K enthaltendes Ausartungssymbol ist gleich null zu

setzen, wenn es keine auf p bezügliche Bedingung enthält, weil

sich dann der Scheitel p von tc nicht bestimmen lässt. Ferner er-

füllt 7c die Bedingungen p^ resp. p^ dadurch, dass es seinen singu-

lären Strahl g eine gegebene Gerade schneiden lässt resp. durch

einen gegebenen Punkt schickt.

2. Ein p' erfüllendes k besitzt seinen Scheitel p' auf einer

gegebenen Ebene.

3. % kann die Bedingung t, sowohl dadurch erfüllen, dass es

seinen singulären Strahl g eine gegebene Gerade schneiden lässt,

wie auch dadurch, dass es seine singulare Ebene e' durch einen

gegebenen Punkt schickt.

4. z erfüllt die Bedingung ^' dadurch, dass es eine durch den

singulären Strahl gelegte Ebene durch einen gegebenen Punkt

schickt, während der auf der singulären Ebene projectiv zugeord-

nete Strahl eine gegebene Gerade schneidet (cf. die Bedingung J

des § 29).

5. Jedes k' enthaltende Symbol ist gleich demjenigen x. ent-

haltenden Symbole, welches aus ihm entsteht, indem man bei den

gestrichelten Buchstaben den Strich fortlässt, bei den nichtge-

strichelten ihn hinzusetzt.

14*



212 Vierter Abschnitt.

Hiernacli kann man die Werthe der Ausartungssymbole sehr

leicht aus den Anzahlen des § 29 zusammensetzen-, z. B.:

5^i>g'S'' = 4,. 8 + 42. 48 + 43. 64 + 4^.16,

wo die Zahl 8 gleich dem Symbole e^g^^ des § 29, die Zahl 48

gleich dem e^g'^l^, die Zahl 64 gleich dem eg^^^ und die Zahl 16

gleich dem /g« des § 29 ist;

5cpV'5'S''= 52.4 + 53.8,

wo die Zahl 4 gleich dem gp^e^g'^^ des § 29 ist und die Zahl 8

gleich dem gp^e^g^^^ des § 29 ist.

In der folgenden Tabelle stehen voran die definirenden Be-

dingungen der betrachteten einstufigen Systeme, dann folgen die

Ausartungsanzahlen mit kurzem Hinweis auf ihre Entstehung, dann

die aus vorher behandelten Systemen bekannten Zahlen p und p\
endlich die durch die Formeln 3 und 4 sich ergebenden Zahlen

J und tjj wobei zu beachten ist, dass der Werth jedes sowohl ^

als auch J' enthaltenden Symbols auf zweifache Weise sich ergiebt.

Tabelle der Systeme.
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Sind einerseits eine Gruppe von sieben Punkten und sieben

Strahlen, andererseits eine Gruppe von sieben Strahlen und sieben

Punkten gegeben, so dass immer ein Punkt der einen Gruppe einem
Strahle der anderen zugeordnet ist, so giebt es 790 Paare von
Bündeln von solcher Beschaffenheit, dass die durch die gegebenen
Punkte und Strahlen der einen Gruppe gehenden sieben Strahlen

und sieben Ebenen des einen Bündels conjugirt sind den sieben

Ebenen und sieben Strahlen, welche durch die zugeordneten Strahlen

und Punkte gehen ^und dem anderen Bündel angehören.

Ebenso wie die oben behandelten Systeme lassen sich auch

diejenigen Systeme behandeln, deren definirende Bedingung die beiden

zweifachen Bedingungen enthält, welche aussprechen, dass zwei ent-

sprechende Ebenen der beiden coUinearen Bündel durch gegebene

Gerade gehen, resp. dass zwei entsprechende Strahlen der beiden

Bündel durch gegebene Punkte gehen. Die Werthe der Symbole,

welche ausser den auf p und li bezüglichen Bedingungen nur solche

doppelten Bedingungen enthalten, kann man durch die obigen For-

meln nicht gewinnen. Doch ergeben sich nicht bloss diese Sym-
bole, sondern alle solche, doppelte Bedingungen enthaltenden Sym-
bole aus den oben berechneten Ausartungsanzahlen und den An-
zahlen für das allgemeine Gebilde F durch gewisse Formeln ziveiter

Dimension, die man leicht aus dem Principe von der Erhaltung der

Anzahl gewinnen kann (cf. die analogen Formeln 9 bis 12 in § 32).

Einige von den Symbolen, welche ausser den auf p und p^ bezüg-

lichen Bedingungen nur solche doppelte Bedingungen enthalten,

berechnete übrigens schon Sturm auf anderem Wege in seinem

„Problem der Collineation^^ (Math. Ann. Bd. 10, pag. 117 bis 136).

Wendet man auf das aus p und p^ bestehende Punktepaar die

Formeln 15 bis 17 des § 13 (pag. 46) an, so ergeben sich aus den

obigen Anzahlen eine Reihe von neuen Resultaten, aus denen wir

beispielsweise zwei herausgreifen.

1. Aus py2^^_|.^-,2y3g9_3_^ß_9 f^ig^.

Sind neun Strahlen und ihnen zugeordnet neun Punkte gegeben,

so giebt es oo^ Bündel von der Beschaffenheit, dass immer die

nach den neun Strahlen gehenden Ebenen jedes Bündels collinear

conjugirt sind den neun Strahlen, die, in demselben Bündel liegend,

nach den neun Punkten gehen. Die Scheitel dieser Bündel bilden

eine Fläche neunten Grades.

2. Aus p^l^^ +i)Vg'' +W"5'' +i>''e'' = 1 + 22 + 66 -f 32 = 121

folgt:



Die Berechnung von Anzahlen durch Ausartungen. 217

Wenn elf Strahlen und ihnen zugeordnet elf Punkte gegeben sind,

so gieht es im Baume 121 FunMe, welche j mit den elf Strahlen und

den elf Punkten verbunden ^ elf Ebenen und elf Strahlen liefern ^ die

collinear conjugirt sind.

§ 32.

Anzahlen für das aus zwei correlativen Bündeln
bestellende Gebilde (Lit. 42).

Die Anzahlen für dieses Gebilde liat schon Herr Sturm in

einer ausführlichen Abhandlung (Math. Ann. Bd. 12, pag. 254 bis

368) aus Ausartungsanzahlen berechnet, nachdem Herr Hirst für

das dual entsprechende, aus zwei correlativen Ebenen bestehende

Gebilde diejenigen Symbole berechnet hatte, bei denen die beiden

Ebenen als gegeben angesehen werden. Trotzdem berechnet der

Verfasser die nur einfache Bedingungen enthaltenden Symbole hier

noch einmal, Aveil die Methode und die Resultate durch die Sym-
bolik des Verfassers durchsichtiger erscheinen möchten.

Unser Gebilde F ist aus zwei Bündeln B und i?' mit den

Scheiteln p und p' so zusammengesetzt, dass immer jedem Strahle

des einen Bündels eine Ebene des anderen und umgekehrt ent-

spricht. Man kann sich dieses Gebilde durch perspective Zuord-

nungen ebenso erzeugen, wie in § 31 das aus zwei collinearen

Bündeln bestehende Gebilde, nur dass man dabei in der einen der

vermittelnden Ebenen das Punktfeld und das Strahlenfeld, etwa

durch polare Verwandtschaft in Bezug auf einen Kegelschnitt, ein-

deutig zuzuordnen hat. Man erhält dann die beiden folgenden

Ausartungen des Gebildes F.

1. Die Ausartung jt besteht aus zwei Bündeln B und B' mit

den Scheiteln p und p', welche beide singulare Strahlen enthalten,

die wir g und g' nennen. Einer Ebene in B entspricht im allge-

meinen der Strahl g' in J5', einer Ebene in B' der Strahl g in B.

Jeder g enthaltenden Ebene in B aber entsprechen oo^ Strahlen in

-B', welche in einer bestimmten zugeordneten g' enthaltenden Ebene
liegen. Dadurch erhält man zwei projective Ebenenbüschel in B
und B'^ welche die singulären Strahlen g und g' zu Trägern haben.

Die Constantenzahl eines aus zwei projectiven Ebenenbüscheln (§ 28)

bestehenden Gebildes ist 4-f4-f3. Die Festlegung der beiden

Scheitel p und p' erfordert zwei Bedingungen-, also ist die Con-

stantenzahl von 7C gleich 13. Indem also F zu einer Ausartung 7t

wird, erfüllt es eine einfache Bedingung, die wir auch tv nennen.
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2. Die Ausartung X besteht aus zwei Bündeln B und B' mit

den Scheiteln p und p\ welche beide singulare Ebenen e und e'

enthalten. Einem beliebigen Strahle in B entspricht im allgemeinen

in B' die Ebene e\ einem Strahle in J5' die Ebene e in B. Jedoch

entsprechen jedem in e liegenden Strahle des Bündels B co^ Ebenen

in B', welche durch einen bestimmten zugeordneten, in e' liegenden

Strahl g gehen. Dadurch erhält man zwei projective Strahlbüschel

in B und B\ deren Ebenen e und e' sind. Die Constantenzahl

eines aus zwei projectiven Strahlbüscheln bestehenden Gebildes

(§ 30) ist aber 5 + 5 + 3; so gross ist also auch die Constanten-

zahl von A. Indem F zu einer Ausartung l wird, erfüllt es dem-

nach eine einfache Bedingung, die wir auch A nennen.

Es fragt sich nun, was für einfache Bedingungen wir sonst

noch zu definiren haben. Da die Bestimmung einer Ebene oder

eines Strahles in einem gegebenen Bündel eine zweifache Bedingung

erfordert, so spricht man eine zweifache Bedingung aus, wenn man

verlangt, dass ein gegebener Strahl des einen Bündels einer ge-

gebenen Ebene des anderen Bündels entspricht, oder genauer, dass

ein durch einen gegebenen Punkt gehender, dem einen Bündel an-

gehöriger Strahl einer Ebene entspricht, die dem anderen Bündel

angehört und durch eine gegebene Gerade geht. Diese zweifache

Bedingung bezeichnen wir mit rj resp. r]', je nachdem der Strahl in

dem Bündel B oder B' liegen soll. Eine einfache Bedingung legen

wir also unserem Gebilde auf, wenn wir verlangen, dass ein Strahl,

der, in dem einen Bündel liegend, durch einen gegebenen Punkt geht,

einer Ebene entsprechen soll, die, in dem anderen Bündel liegend,

durch einen gegebenen Punkt geht. Nennen wir zwei Strahlen

der beiden Bündel conjugirt^ wenn die dem einen entsprechende

Ebene durch den anderen geht, und zwei Ebenen conjugirt, wenn

der Strahl, welcher der einen entspricht, in der anderen liegt, so

können wir die eben genannte Bedingung, welche ^ heissen soll,

auch so aussprechen:

Bie Bedingung [i verlangt, dass zwei durch zwei gegebene PunUe

gehende Strahlen der beiden Bündel conjugirt sind.

Analog erhalten wir die Bedingung v, welche verlangt, dass zwei

durch zwei gegebene Gerade gehende Ebenen conjugirt sind.

Zwischen den sechs einfachen Bedingungen

Vj y, 7t, X, II, V

bestehen zwei Gleichungen, welche wir jetzt ableiten wollen. Wir

setzen ein einstufiges System von Gebilden V voraus, nehmen will-
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kürlicli zwei Punkte C und D an und ziehen in jedem der oc ^ Ge-

"bilde die dem Bündel B' angehörigen, durch C und D gehenden

Strahlen. Ihnen entsprechen immer zwei Ebenen des Bündels B.

So erhalten wir ein einstufiges System von Ebenenpaaren, auf wel-

ches wir die Coincidenzformel erster Dimension (pag. 49) e-\-f—h= s

für Ebenenpaare anwenden. Dabei ist für e und für f ^ zu. setzen.

Aber aus dem Symbol h wird v^ weil h erfüllt wird von jedem Fj

welches zwei conjugirte Ebenen enthält, von denen die JB angehörige

durch die Gerade der Bedingung h geht, die JB' angehörige aber

durch den Verbindungsstrahl CD geht. Das Coincidenzsymbol e

kann nur dann erfüllt werden, wenn F in B' eine Ebene besitzt,

welche zwei verschiedenen Ebenen durch B entspricht, d. h. wenn F
die Bedingung A erfüllt; wir erhalten also:

oder

1) 2.^-v==L

Um die zweite Gleichung abzuleiten, setzen wir wieder ein

einstufiges System von Gebilden F voraus und nehmen zwei sich

schneidende Gerade c und d willkürlich an. Durch diese legen wir

bei jedem der oo^ Gebilde die beiden dem Bündel B' angehörigen

Ebenen. Die diesen Ebenen entsprechenden Strahlen im Bündel

B fassen wir als Strahlenpaar zusammen. So erhalten wir ein ein-

stufiges System solcher Strahlenpaare, auf welches wir die Coinci-

denzformel 21 des § 15 anzuwenden haben. Dabei ist für ög und
öh Vj für öp p einzusetzen. Aber öe wird erfüllt, wenn in B der

Strahl nach dem Punkte der Bedingung öe entsprechend ist dem
Strahle, der in B' nach dem Schnittpunkte von c und d geht, d. h.

wenn F fi erfüllt. Das Coincidenzsymbol eö wird erfüllt, erstens,

wenn zwei verschiedenen Ebenen in B' eine und dieselbe Ebene in B
entspricht, zweitens aber auch, wenn die Schnittebene von c und d
eine Ebene des Bündels B' ist, d. h. wenn F die Bedingung p' er-

füllt; demgemäss erhalten wir:

v-\-v—p — ^ = 7t-\-p'

oder

2) 2.V — ^=^p-\-p'-{-7t.

Eliminirt man v resp. ^ aus den Gleichungen 1 und 2, so

erhält man:

3) S.^==p + p'-{-7C + 2.X,

4) 3.v = 2.p + 2.p' + 2.7C-j-L
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Vermittelst dieser Gleichungen kann man die Werthe aller vier-

zelinfachen^ aus Pj p\ ft, v zusammengesetzten Symbole finden, so-

bald man die Werthe der % und l enthaltenden Ausartungssymbole

kennt. Diese aber lassen sich bei genauer Berücksichtigung der

Definitionen von % und A sehr leicht durch die in den §§ 28 und 30

berechneten Anzahlen ausdrücken. Man findet nämlich aus den

Definitionen von % und A:

5) %\f.^it^y

6) 'iiv=-itg-\- 7t(J,

7) kii =U + U\
8) Ai^-Ag,

wo die Bedingung ^ bei n angiebt, dass durch die singulären Axen

g und g^ projectiv zugeordnete Ebenen nach gegebenen Punkten

gehen, bei A aber angiebt, dass in den beiden singulären Ebenen

e und S projectiv zugeordnete Strahlen liegen, die zwei gegebene

Gerade schneiden. Man beachte ferner noch, dass jedes it enthal-

tende Symbol gleich null zu setzen, wenn es nicht pp^ als Faktor

enthält. In den folgenden Beispielen zur Berechnung sind die

Symbole rechts vom Gleichheitszeichen auf die in den §§ 28 und 30

behandelten Gebilde zu beziehen. Statt des h in § 28 ist immer

g^ gesetzt.

1) 7tp''p^'i^'v^=-gg\t\g + gy-=g'g\i' + 2.g'g\i'+gG^i'
= 2.g,g\i'-\-2.geg\i^' + 2.g,g\i'~\-gG^i'

= 2. 3 + 2. 9-+-2. 3 + 2 = 32;

2) 7tppy^v'^i'{g+gJ = ^, -g'g'n'-V^.g'fjn'

+ 64.//^f= 30.G^((;'.+ ^'^)g^+ 80.^.^'.g-^

+ 30(^.+ ^;,)G^'g^ = 30.(3+ l) + 80.5 + 30.(3+ l)

= 640;

3) Ai;V2i/«=i)^(e+ 0^^ = 8 + 2.32+ 16 = 88;

4) A^S'^= (e + ej g« = 4.,e'd g« + 4^ . e'e^n' + h -
^<^'^'

=
4i. 42 + 42.96 + 43. 42 = 912.

In der folgenden Tabelle stehen voran die definirenden Beding-

ungen der betrachteten einstufigen Systeme. Dann folgen die be-

rechneten Ausartungsanzahlen, dann die aus vorher behandelten

Systemen bekannten Zahlen p und p\ Endlich enthalten die beiden

letzten Columnen die durch die Formeln 3 und 4 berechneten Zahlen

ft und V, wobei zu beachten ist, dass jedes ft und v enthaltende

Symbol auf doppelte Weise entsteht.
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man sie auch aus den schon berechneten Anzahlen vermittelst meh-

rerer Formeln mveiter Dimension erhalten. Um diese Formeln durch

das Princip von der Erhaltung der Anzahl abzuleiten, setzen wir

ein zweistufiges System von Gebilden F voraus, nehmen zwei

Punkte C und D' willkürlich an, denen wir zwei zusammenfallende

Punkte C und D zuordnen. Die Bedingung ^^, dass zwei durch C
und D' gehende Strahlen des Bündels B' den durch C und D
gehenden Strahlen in B conjugirt sind, erfüllt dann erstens jedes

I] bei welchem die durch C und D' gehende Ebene des Bündels

J3' dem Strahle entspricht, der, in B liegend, nach den zusammen-

gefallenen Punkten C und D geht, zweitens auch jedes P, welches

zwei singulare Ebenen e und e' hat und dabei e durch die zusammen-

fallenden Punkte C und D schickt. Also ist:

9) ^' =
7i + Xe,

also auch:

10) ^^--ri' + le\

Nehmen wir ferner zwei sich schneidende Strahlan c' and cV

an und ihnen zugeordnet zwei zusammenfallende Strahlen c und fZ;

dann wird die Bedingung v^j die durch c' und cV gehenden Ebenen

des Bündels B' sollen den Ebenen conjugirt sein, die im Bündel 7>

nach c und d gehen, erstens erfüllt von jedem F, bei welchem die

durch c und d gehende Ebene im Bündel B dem Strahle entspricht,

welcher, in B' liegend, nach dem Schnittpunkte von c' und d' geht,

zweitens auch von jedem F, bei welchem die Schnittebene von c'

und d' conjugirt ist zu der Ebene, die in B nach c und d geht,

d. h. von jedem F, welches die Bedingung V2^' —p'^ erfüllt, drittens

von jedem F, welches zu einer Ausartung 7t wird und dabei den

singulären Strahl g durch die Gerade schickt, in der c und d ver-

einigt sind, viertens endlich von jedem F, welches seinen Scheitel

p auf c und d hat. Wir erhalten also:

11) v^ = 7]' -\-vp' -\-7tg~-2p-\-p^^

12) v^= }] -\-vp + 7tg^ —p^ H-^^.

Addirt man sowohl 9 und 10, wie auch 11 und 12, substituirt A^

für Xe-\-ld gemäss Formel 7, Ttv für 7ty-\-7tg^ gemäss Formel 8,

2^ — v für A nach Formel 1, 2v — ^—p—p>' für 7t nach Formel 2,

so kommt beide Male dasselbe Resultat, nämlich

13) ^v = rj-\- Tj'j

was auch direct abgeleitet werden komite. Vermittelst dieser For-

meln erhält man z. B.

Schubert, Kalkül der abzählenden Geometrie. 15
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1) rjv^^ = ^'v^' - Xv^^e = 2936 - 1560 = 1376

oder aucli

rjv'' = v'^ - v^'p - Jtv^^g' + v^Y - ^'V' = 2384 - 1008 - = 1376.

2) rj'pj^'ii'v^ =pp'ii^v^ - X^'v^ = 112 - = 112

oder auch

71^pp^ ^'^v^ =pp^ ^i^v^ —pp^^^'^v^ — Tcpj)' ^^v^g -\-pp^^^'^v^—p^p\i^v^

= 448 - 176 - (2 + 3 . 14 + 3 . 34 + 14) = 112.

3) rjrj'pp'^^v^=^ri^pp'^'^v^ — Xri'pp^^^v^e= 112 -0=112,
ebenso

ri^pp'^^v^= 112 und r^'^pp^^v^ =U2.
Diese drei Resultate können wieder controlirt werden dürcli

Formel 13, nämlich

{^vYpP^ iv'v^ =-
{ji^

-\- 2 . rirl -\- rj^) ^^v^

oder

448 = 112 + 2.112 + 112.

Ausser den hier und im vorigen Paragraphen besprochenen

Gebilden kann man noch zwei andere Gebilde durch Zusammen-

setzung zweier projectiver, zweistufiger Grundgebilde erzeugen, und

die auf sie bezüglichen Anzahlen aus Ausartungsanzahlen berechnen.

Es sind dies die folgenden:

1. Das Gebilde, welches aus einem Bündel B und einer Ebene

E' so zusammengesetzt ist, dass jedem Strahle in B ein Punkt auf

E\ jeder Ebene durch B ein Strahl auf E^ projectiv zugeordnet ist.

Die eine Ausartung dieses Gebildes besteht aus zwei projectiven

Strahlbüscheln, die andere aus einem Ebenenbüschel in B und

einer dazu projectiven geraden Punktreihe in E'. Die Ausartungs-

anzahlen hängen also von den in den §§ 28 und 30 berechneten

Anzahlen ab.

2. Das Gebilde, welches aus einem Bündel B und einer Ebene

E^ so zusammengesetzt ist, dass jedem Strahle in B ein Strahl auf

E^ und jeder Ebene in B ein Punkt auf E^ entspricht. Die eine

Ausartung dieses Gebildes besitzt einen Strahlbüschel und einen

dazu projectiven Ebenenbüschel, die andere eine gerade Punktreihe

und einen dazu projectiven Strahlbüschel. Die Ausartungsanzahlen

bestimmen sich also aus den in § 29 berechneten Anzahlen.

Die Anzahlen für die vier Gebilde, in denen zwei zweistufige

Grundgebilde projectiv zugeordnet sind, hängen also durch ihre

Ausartungen von den Anzahlen der Gebilde ab, in denen zwei ein-

stufige Grundgebilde projectiv sind. Gerade so kann man aus den
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Anzahlen für die Gebilde, in denen mveistufige Grundgebilde pro-

jectiv sind, die Ausartungsanzahlen und damit auch die übrigen

Anzahlen für solche Gebilde berechnen, bei welchen dreistufige

Grundgebilde eindeutig zugeordnet sind. Ist dies der Punktraum

und der Ebenenraum, so erhält man ein Gebilde, dessen Anzahlen

Herr Hirst in einer Abhandlung berechnet hat, die nächstens er-

scheinen wird (Lit. 42).

Die vielen in diesem Abschnitt berechneten Anzahlen sind ver-

mittelst der Ausartungen schliesslich durch die axiomatischen An-

zahlen des Raumes ausgedrückt. Ausser den hier mitgetheilten

Zahlen hat man bisher kaum Anzahlen durch die Chasles-Zeuthen-

sche Reduction bestimmt. Doch steht nichts im Wege, systematisch

zu immer complicirteren Gebilden vorzuschreiten, z. B. zu der Gayley-

sclien Regelfläche (Lit. 39) und den übrigen Flächen dritter Ordnung,

zu den Complexen zweiten Grades, zu den ClehscJi sehen Connexen^ zu den

höheren Collineationen und Correlationen, bei denen die Elemente

der Grundgebilde nicht eindeutig, sondern cc-ß- deutig auf einander

bezogen sind (Lit. 41) und so weiter.

Vielleicht versucht es die analytische Geometrie im Sinne von

Salmon- Fiedler und Clebsch-Lindemann, mit ihren Mitteln in das

durch diesen Abschnitt eröffnete Fragengebiet allmählich einzu-

dringen. Namentlich stelle^ die Resultate dieses Abschnittes be-

züglich der Ausartungen der Gebilde an die analytische Geometrie

die wichtige Forderung, die analytisch -geometrische Darstellung

eines Gebildes so einzurichten, dass die wichtigsten Ausartungen

dieses Gebildes daraus ersichtlich sind. Beispielsweise stellt § 25

das Problem, die Natur von jeder der elf Ausartungen der cubischen

Ratimcurve algebraisch zu erkennen. Ferner wäre es interessant,

wenn es gelänge, die grösseren Stammzahlen der Ausartungen in

den §§ 23, 24 und 26 auch algebraisch abzuleiten (cf. das Preis-

thema der Kopenhag. Akademie, 1878, hier pag. 186).

15
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Die mehrfachen Coineidenzen.

§ 33.

Coincidenz von Schnittpunkten einer Geraden mit einer

riäche (Lit. 43).

Eine Fläclie Fn n^^^ Ordnung hat mit jeder Geraden g n Punkte

gemein. Bezeichnet man irgend einen dieser n Punkte mit ^h^

irgend einen zweiten mit P2, irgend einen dritten mit 2h ^^^^ ^^

fort bis pn, so ist nach der Coincidenzformel erster Dimension für

Punktepaare (§ 13) die Bedingung ig? ^^^^ zwei solche Schnitt-

punkte coincidireriy von den drei Bedingungen p^, Pg, g abhängig

durch die Gleichung:

Multipliciren wir diese Gleichung z. B, mit gsj so kommt:

h9s=P29s+Pigs-G.
Wendet man dann die Incidenzformel III in § 7 an, so erhält

man:

hg,= (G +p^g) + (G +p,'g) - G
oder

h9^ = (^-\-Pi^9+P2^g-

Jedes der Symbole rechts lässt sich jetzt aas der Definition

der Fn bestimmen. G bedeutet, wie oft sich auf einer gegebenen

Geraden ein Punkt der Fn mit irgend einem andern Punkt der Fn
zusammenstellen lässt, wobei in jedem Paare sowohl der eine wie

der andere Punkt als erster des Paares aufzufassen ist. Also ist,

gemäss der Definition der Fn'.

G = n(n — 1).

Die Symbole ^1^^ und P2^g sind gleich null zu setzen, weil ein

beliebig gegebener Punkt nicht auf der zu Grunde liegenden Fläche

zu liegen braucht. Also ergiebt sich:
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Dies heisst in Worten:

Jeder Strahlbüschel des Baumes besitzt n (n—1) Strahlen, von denen

jeder zwei zusa^nmenfallende Funkte der Fn entJiält.

Setzen wir also, wie dies auch im Folgenden immer geschehen

soll, die Fn punU- allgemein^ d. h. ohne Doppelcurve etc. voraus,

so können wir das erhaltene Resultat auch so aussprechen:

Jeder StraJdhüscJiel des Raumes besitzt n(n— l) Tangenten einer

Fn oder, was dasselbe ist, die Tangenten einer Fn bilden einen Com-

plex vom Grade n(n— l).

Natürlich konnten wir oben statt p^ und 'p^ irgend welche zwei

verschiedene von den n Symbolen p schreiben. Es steht nun aber

auch nichts im Wege, die Bedingung, dass p^ und p^ coincidiren,

mit denjenigen Bedingungen zusammenzusetzen, welche aussprechen,

dass P2 ^^d p^ oder pg und p^ coincidiren und so fort. Man gelangt

so zu allen möglichen Anzahlen, welche sich auf mehrfache und

mehrpunUige Berührung einer Fläche durch eine Gerade beziehen;

z. B. erhält man für die zweifache Bedingung, dass ausser p^ und

p,^ auch noch zwei andere Punkte, etwa p^ und p^ coincidiren sollen,

bei Anwendung derselben Coincidenzformel:

wobei nur zu beachten ist, dass man £^ nicht durch p^ oder p^,

sondern durch irgend welche zwei andere Symbole p auszudrücken

hat. Man erhält also für die Bedingung, dass eine Gerade mit

einer Fläche an zwei verschiedenen Stellen zwei zusammenfallende

Schnittpunkte hat:

Eine solche Gerade nennt man eine Doppeltangente. Da nun in

jedem der beiden Berührungspunkte die Coincidenz von p^^ und pg

resp. p^ und p^ gedacht werden kann, so erhalten wir, wenn wir

die Bedingung, dass eine Gerade Doppeltangente einer Fn ist, mit

S22 bezeichnen:

2 . £22 = (Pi +P2-9) (Ps +P^-9)
oder

2.S22=-PiPs+PiPi+P2P3+P2Pi-9Pl-9P2-9P3-9PA + ffe-{-gp-

Von den zehn Symbolen der rechten Seiten bedeuten dann die

vier ersten ganz dasselbe, nämlich dass eine Gerade g mit einer

Fn zwei auf gegebenen Ebenen liegende verschiedene Schnittpunkte

habe. Ebenso bedeuten die vier folgenden Symbole ganz dasselbe,

nämlich dass eine Gerade g eine gegebene Gerade schneide und

dabei einen Schnittpunkt mit der Fn auf der gegebenen Ebene
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habe. Ueberhaupt ist jedes aus i Faktoren p mit i verschiedenen

Indices bestehende Symbol gleich jedem anderen Symbol, das aus

i Faktoren p mit verschiedenen Indices zusammengesetzt ist. Mul-

tipliciren wir nun die obige Gleichung mit ge, so kommt:

2 . £22^.= 4 .PiP^ge -' 4 .p,gs + G=^A .p^p^ge - 4 .p^^g - 3
.
(^.

Da jetzt die Symbole vierfache Bedingungen darstellen und der

Strahl die Constantenzahl 4 hat, so repräsentiren die Symbole

Anzahlen, die wir berechnen wollen.

Um PiP'^ge zu bestimmen, beachten wir, dass auf der Ebene

der Bedingung ge sowohl die Ebene von p^ wie auch die Ebene von

j)3 n Punkte der F» ausschneidet. Man erhält also n^ Yerbindungs-

strahlen der ersten n Punkte mit den zweiten n Punkten. Aber

auf jedem dieser Verbindungsstrahlen kann man jeden der n — 2

übrigen Punkte als P2 und jeden der n — 3 dann noch übrigen

Punkte als j;^ ansehen-, also ist:

Für 2h^9 ergiebt sich wieder null. Um G zu bestimmen, be-

achten wir, dass auf der Geraden der Bedingung G jeder der n

Schnittpunkte als j^^, jeder sonstige als j^g? jeder der n — 2 dann

noch übrigen Punkte als 2h^ jeder der n — 3 dann noch restirenden

Punkte als 2h aufgefasst werden muss; also kommt:

2.£22^, = 4.n2(n-2)(w-3)-4.0-3.n(w-l)(w-2)(n-3)
= w (^^ - 2) (>* - 3) (4n - 3 n + 3)

oder

8,,ge-hn{n-2)(n-3)(n + 3).

Soviel Doppeltangenten liegen also in jedem ebenen Schnitte der

Fläche n^^^ Ordnung.

Analog erhalten wir für die Bedingung %, dass auf einer Ge-

raden von den n Schnittpunkten mit der Fn sowohl die Punkte

2)i
und 2h > ^ie auch die Punkte 2h ^^^ Ih coincidiren sollen,

oder

P1P2 +P1P3 +P2P3 +P2^ - 9 (Pi +1^3) ~ 2 . gp^ +ge + gp-

Also ist:

s^ge= 3 .piP2ge +Pi^9e -Pi^9 -Pz9 " ^ P2^9 - 4 . (7 + G^.

Hier sind Pi2h9e = w^ (w — 2), G = n (ii —l)(n — 2), die übrigen

Symbole gleich null zu setzen; also ist:

6^ge===3.n''(n-2)-3.n(n-l)(n-2)
= 3n(n-2).
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Dies ist also die ZaJd der in einer gegebenen Ebene liegenden

Haupttangenten der Fn^ d. h. derjenigen Tangenten, weleJw dreiptmUig

berühren.

Um aucli alle übrigen, auf die mehrfachen und mehrpunktigen

Tangenten bezüglichen Anzahlen zu gewinnen, definiren wir das

Symbol

WO ij 7c, l, m nur geschrieben wird, wenn es grösser als 1 ist.

Es bezeichne dieses Symbol die Bedingung, dass eine Gerade von

ihren n Schnittpunkten mit Fn an einer Stelle i, an einer

zweiten Stelle /i;, an einer dritten l, an einer vierten m Punkte

vereinige. Da es für eine Gerade eine einfache Bedingung ist, zwei

Schnittpunkte mit Fn zu vereinigen, so sind fg eine einfache Be-

dingung, £3 und £22 zweifache, £4, %, £222 dreifache, £5, £42; £33? ^332?

£2222 vierfache Bedingungen. Bedingungen von noch höherer Di-

mension lassen sich nicht aufstellen, weil die Gerade die Constan-

tenzahl 4 hat. Wir bezeichnen ferner bei £3, £3, £4 den Berührungs-

punkt beziehungsweise mit b^, b^, b^, bei £32 den Punkt, wo drei-

punktige Berührung stattfindet, mit 63, den Punkt, wo zweipunktige

Berührung stattfindet, mit b^. Bei £22 nennen wir zur Unterscheidung

&2 irgend einen der beiden Berührungspunkte, c^ dann den andern.

Bei £222 bezeichnen wir irgend einen der drei Berührungspunkte mit

62. Natürlich bedeuten diese Symbole b^, b^, b^, Cg auch die zu-

gehörigen Bedingungen, also z. B. s^^^i dass eine Gerade eine Fläche

drei-0iveipunUig berühre, und dabei den Punkt, wo dreipunktige

Berührung stattfindet, auf einer gegebenen Ebene habe, ferner £22 ^2^

dass eine Gerade Doppeltangente sei und dabei den einen Be-

rührungspunkt auf einer gegebenen Geraden besitze, d. h. n-mal

die Bedingung, dass eine Gerade in einem gegebenen Punkte der

Fn. berühre und ausserdem die Fn noch an einer andern Stelle be-

rühre. Wir drücken nun mit Benutzung der eingeführten Symbole

die zu berechnenden, auf die £ bezüglichen vierfachen Bedingungen,

durch gewisse leicht zu ermittelnde, auf g und die n Schnittpunkte

bezügliche Bedingungen aus. Dabei lassen wir aber erstens die-

jenigen Symbole fort, welche gleich null sind, und zweitens die-

jenigen, welche sich nach den Incidenzformeln (§ 7) leicht als die

Summe zweier anderen erkennen lassen, wie z. B.

hb^c^g = e^b^ge + hb.^c^^ = £^<\ge + ^2 V^2?
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10) 8^9 = (Pi +^2 -9) (j>i+P3-9) Ol -\-Pa-9)9

= 3 ,p,W + 4 .p,'p,p, + 4 .i^iP^^,- 3 . G - 9 . 9ePah

-9.G + 6.2.a-2.G

1 1) £464 = (Pi + jÖ2 - ^) Ol +1^3 -- 9) Ol +P4- ^) Pi

= 3 .p,^P2P3 +PiP2P3Pi - 6 • 9Pi'P2 - 3
. 9P1P2P3

-^^•9W + ^9'PiP2-9'Pi

= i>lP2i^3P4+ 3 .P,'P2P3 - 6 .2?i'i?2' - 3 .P.^P^P^

-3.^.PA + 3.6^ + 3.^.Pii92 + 3(^-2.G^

= PdhP^Pi - 6 •Ä'i'a' + 4G;

12) h29 = Ol + P2 - f/) Ol +P3-9) O4 +i^5 - ^)

^

= 2 .piV + 6 .p,p,p,9 - ^'ä' - 11^0iP2 + 6 .^'ä - ^'

= 2 .jpi^^^' + 62^ii>2^« + 6 -i^i^Pai^s - <^ - 1 l^.PiP2

-na-\-6.2G-2a

13) £32^3 = Ol +P2 -9) Ol +1^3 -^) O4+ JÖ5 -ö')i?i

= 4 .i)i2i>22>3 + 2 'P1P2P3PA - 6 -^i^i'Ä - 5 •5'ÄP22>3

+ 2 . 9^p^^ + 4 . ^'i?ii?2
- 9^p,

= 2 .p^p^p^p^+ 4 .i)i2i?2P3 - öJPi'ä' - 5i>i022'3

-^ogeP,P2+ 2.G-^4..9ePA+ ^'(^-^'^

= 2 .PiP^PsP^ - PXP2P3 - 6 'PlP2^ - 9ePlP2 + 4 G^,

14) f32 &2 = (2^1 +i'2 - ^) Ol +PS - 9) O4+Ä - ^)-P4

=
Pi'i>2' + 4 -i^i^p^^^ 4_ Sp^p^p^Pi - 69p^'p2 - I9P1P2P3

+9W + ^'9^'PiP2-9^Pi

= 3 .p,P2P3Pa+ 4 .p^P^-hPiW - ^PiW - ^pMPs
- ^9ePiP2 + G^ + ^'9ePlP2 -^^G-2.G

- 3 .i)ii)2i>3P4- 3 .Pi^jÖ2l>3-4 .P1O2'- 2 .^ei^iP2 + 4
.
^;

15) 3!f222^ = 01+1^2-^)03+^4-^)05+1^6-^)^
= 8 .PiP2Pb9 — 12 .PiP29^^ + ^Pi9^ —9^
= S.p^^P2P,-V^.p,P29e-l2p^P29e--'^2G+ (d.2G--2G

= 8 .i^i^PaPs - ^p^P29e -2G',

16) 2.6222^2= Ol+i^2-^)03+P4-^)05+i>6-5')Pl
= 4 .i)/'P2l?3 + 4 .PMPsPi - 4 . 9Pl'P2 - 8 • ^Pii>2P3

+ 9'Pi^ + ^'9'PiP2-9^Pi
= 4 .l?i'i>2?>3 + 4 •P1P2P3P4. - 4 'PtP2^- 8 . JPi'i?2P3

- 8 .^'el^li^^ + (^ + 5 .^ePA + 5 . G^ - 2 . (^

= 4.i)i2?2P3i^4 -4.i>i02i^3-4.i>iV-3.^.i>i2?2 + 4.G^;
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17) ^5 = 0^1 +i^2 - 9) (ih +lh - 9) (ih +V4. - 9) {Pi +P6 " 9)

= 6 .pMP'6 + 5 'P1P2P3P4. - 12 . gi\'2h - 16 • ^i>ii^2i^3

+ 6 .gW + 18 . ff'Pdh - 8 . 9'Pi + 9'

= 5 .jPii>,F3i>4 + 6 .i>l'i>2i>3
- 12 .i>l'i>2' - 16 Pi'p2P3

- 16.geP,P2 + 6 . G^ + 18 .^ei^ii^, + 18
.
C;

= 5-PiBi^3i>4-io.i^i'P2i^3- I2.pi'i>2'+2.r/,j)j92+ io.(^-,

18) «42 = (i>i H-i>2 - 9) {Pi +P, - ^) (Pi +Pa - 9) (ih +Pi^ - 9)

= 6 'PahPz + 8 .ihP2Pdh - 9 . 9Pi'P2 - 22
. 9PdhP3

+ 3 .gW + 21. ^^i>A - 8

.

9'Pi + r/

= 10 .p,p,p,p^ + 6 .pMP3-^ 'PiW -^^ 'P'P2Pz

- 22gep,p, + 3 . G^ + 21 .geP.P^ + 21.G

^-S.2G + 2G
= 8 .pdhP^PA

- 16 -Pi^P2P^6 - 9 'PiW - 9ePiP2 + 10
.
(^;

19) 2 . £33 = (i>i +i)2 - ^) (Pi +P3 - 9) (Pi +P6 - 9) (jh +Pg - 9)

- P1P2 + 6 .p^'p^p^ + 9 .pdhP'sP4. - 8 . ^iJi'i>2

- 24 . r7pij92i)3 + 2 . g'p^' + 22 . g'p.p,

-S.g''p, + g^

- ^PÜhP^P^^^-P l'P2Ps^PlP2 - 8 'Pl'P2 - 24 4h'P2P3

- 24 . gep,p, + 2.G + 22. gePdh + 22.G

-S.2.G + 2.G
= 9 .p,P2P,P4.

- 18 •Pi'P2P^ - '^ -ä'b' -- 2
. ^ci>ii>2

+ 10
.

G^

;

20) 2 . £322 == (2^1 +P2 - ^) (ä +Ps-'9) (Pi +P5'-9) (Pg +Pi - 9)

- 4 .i)i^i?2jP3 + 12 'PiP2Pdh - 4 •Pi'p29 - 28i?ii>2i?3^

4. ^^2^2 _^ 23 . /i)J92 - 8 . ghh + ^'

- 4 .i9i2292i;3 + 12 .p,P2Pdh - 4 .i^i'i^2'
- 28 4h'P2P^

- 28 . ^.i^iB + G^ + 23 . gePdh + 23.G

-S.2.G + 2.G
= 12 .pdhPsPi - 24 .jPi'i>2i^3

- 4 .Ä'i^2' - 5 . 9ePlP2

+ 10.G',

21) 4!£2222 = (Ph +P2 - Ö') 0^3 +i^4 - fi') (i>5+Ä - 9) (Pl +PS - 9)

= 16 .p,P2P3Pi - 32 . gp^P2Pz+ 24
. g\h^2 - 8 • ^'i^i + 9^

- 16 dhP2P^P^ - 32 .i^i'M>3 " 32
. gePdh + 24

.
gePdh

+ 24. (^-8. 2. G^ + 2.G^

= 16 .p^PdhP^ - 32 .Pi'i^2i53 - 8
. gePdh + 10

.

G^.

Durch diese Formeln sind die Zahlen £ dired als Functionen

der fünf Stammzahlen

PühP^P^y Pl'P2P3^ 9ePlP2, PiWy ^
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dargestellt. Diese fünf Stammzalilen aber können leicht aus der

Definition der Fläche n**^"^ Ordnung gewonnen werden.

1. Das Symbol G bedeutet, wenn es sich um i Schnittpunkte

handelt, die Zahl der Variationen ^*°'' Klasse ohne Wiederholung,

gebildet aus den n Schnittpunkten einer gegebenen Geraden mit der

Fläche, ist also gleich n(n— l){n — 2) ...(n — i-\- 1).

2. Um 'PiPi zu bestimmen, verbinden wir jeden der n Schnitt-

punkte auf der Geraden der Bedingung '][}^ mit jedem der n Schnitt-

punkte auf der Geraden der Bedingung 'p.^. Es entstehen n^ Ver-

bindungslinien ; also ist bei zwei Punkten p^ i)^ gleich n\ bei

drei Punkten gleich ^ (n- — 2), bei i Punkten gleich 7i^ (n — 2)

(n-3)...(n- i-f 1).

3. um QePilh zu bestimmen, suchen wir auf der Ebene von

Qe die n Schnittpunkte mit der Ebene von p^ und die n Schnitt-

punkte mit der Ebene von p.^-) verbinden jeden Schnittpunkt aus

der einen Gruppe mit jedem aus der anderen Gruppe. Dadurch

erhalten wir, dass QePilh ^^i zwei Punkten gleich w^, bei i Punk-

ten gleich n^ {n — 2) (»^ — 3) . . . (n — i + 1) zu setzen ist.

4. Um Pi^XhPs 2^ bestimmen, suchen wir zunächst die n Schnitt-

punkte der Fläche mit der Geraden der Bedingung 2h^' Wir haben

dann noch zu berechnen, wieviel von jedem dieser Punkte aus-

gehende Gerade einen Schnittpunkt auf der Ebene von P2 einen

anderen Schnittpunkt auf der Ebene von p^ haben, d. h. wieviel

Gerade die Bedingung gpP^P^ erfüllen. Für dieses Symbol können

wir nach den Incidenzformeln setzen ^^pg -|-^2^2^3 = G^-fjPs^^-f i^a^i^s-

Nun sind p^g und pg^i^s gleich null, G = n{n—1)'^ also ist P-^^P2lh

gleich 7^^(n— 1), also bei i Punkten gleich n^{n—\) {n— 'd)...{n— i-\-l).

5. Um 2hP2lhlh zu bestimmen, berechnen wir zunächst gp2PBlh'

Dieses Symbol ist gleich gePsPA~^2h^P3P4:) ^^^o mit Benutzung von

3 und 4 gleich n^(n — 2) + n^{n — l) = n^(2n — 3). Nun aber be-

deutet gp2pzP4. den Grad der Linienfläche, welcher von allen Ge-

raden gebildet wird, die auf den drei gegebenen Ebenen der drei

Bedingungen p^^ p^, p^^ drei verschiedene Schnittpunkte haben. Diese

Linienfläche hat demnach mit der Fläche Fn nach den Bezout'schen

Sätzen (§ 13) oo^ Punkte gemein, von denen in einer gegebenen

Ebene n^ (2n — 3) liegen. Unter diesen Punkten fallen nach 4

n^{n— 1) zugleich auf die Ebene von j?2) yi^in— 1) zugleich auf die

Ebene von j>3 und n^ {n — 1) zugleich auf die Ebene von p^. Die

Zahl der übrigen ist der Werth des gesuchten Symbols PiP2PiP^'')

also ist bei vier Punkten:
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PAM.= 2n^ -?>n'-^n\n- 1)

und bei i Punkten gleich n\2n^ -Qn-^'S){n- 4c)...{n-i-^\).

Für M = 3 ergiebt dies die Zahl 27 derjenigen Geraden, welche

mit einer Fläche dritten Grades auf vier gegebenen Ebenen vier ver-

schiedene Schnittpunläe haben, d, h. die Zahl 27 der auf der Fläche

liegenden Geraden.

Setzen wir nun die eben berechneten Werthe der fünf Stamm-

zahlen in die Formeln ein, welche oben mit Hilfe der Incidenz-

formeln abgeleitet sind, so gelangen wir zu den folgenden Resul-

taten:

1) e^gs= n{n-l),

2) E^\ge=-n,

3) £3^,= 3.>^(n-2),

4) «3^i,
= w(w-l)(^-2),

5) s^b^^= 2.n,

6) 8,,ge=-h.n{n-2)(n-3)(n + 3),

7) e,,g, = ^.n{n-^l)in-2){n-~3),

8) B^^b^^ = n(n-3)(n+ 2),

9) 8,,b,c, = n(n'-2n^ + 2n-6),

10) £^g^2n{n-d)(ßn-2),

11) fA==^(ll^-24),

12) £329 --n[n- 3) {n

-

4) {n^ + 6w - 4),

13) hA -n{n- 4) {?>n^ -\-bn- 24),

14) £32 &2 = n (n - 2) (n - 4) (^2 + 2 n + 12),

15) f222^ = i.^(^^-3)(w-4)(n-5)(w^ + 3w-2),

16) 8,^,b,^^.n{n-2).{n-4.){n-b)(n'-{-bn-^\2),

17) £5 = 5.n(>^-4)(7^-12),

18) ^,2 = 2.n(w-4)(>^-5)(n-^6)(3>^-5),

19) f33 = i.w(n-4)(>^-5)(w^ + 3n2 + 29n-60),

20) ,3^^ = ^.^(n-4)(n-5)()^-6)(^^4-9n2 + 20n-60),

21) B,,,,^i^.n{n-^){n~b){n-Q)(n-l){n'-VM-Vln~m).

Beispielsweise fassen wir einige dieser Resultate in Worte:

9. Zieht man in jedem Funlde eines ebenen Schnittes einer Fläche

n^''- Ordnung eine in ihm und noch anderswo berührende Tangente,

so bilden die anderen Berührungspunkte eine Curve vom Grade

n{n^-2n^ + 2n-6).

11. Die BerührungsiMnlte der eine Fläche n'^« Grades vierpunUig

berührenden Tangenten bilden eine Curve vom Grade n(llw — 24).
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15. Die dreifachen Tangenten einer Fläche n^'"" Grades bilden eine

Linienfläche vom Grade

^.n(w-3)(n-4)(n-5)(n2 + 3>^-2).

17. Eine Fläche w'^" Grades besitzt 6. n(n — 4) (In -12) Punkte,

in denen eine Tangente fünfpunhtig berühren kann.

18. Eine Fläche w'"" Grades besitzt

2.n{n-^){n- 5) {n + 6) (3n - 5)

vierpunlctig berührende Tangenten, welche noch anderswo zweipunMig

berühren.

21. An eine Fläche w'^" Grades lassen sich

±.n(n-A){n-b){n-Q)(n-l)(n'-{-6n^ + ln-30)

vierfache Tangenten legen.

Es bietet keine Schwierigkeit dar, den 21 Formeln nocli die-

jenigen hinzuzufügen, welche auf die Bedingungen Bezug nehmen,

dass ein einfacher Schnittpunkt der mehrfachen und mehrpunktigen

Tangenten auf einer gegebenen Ebene resp. einer gegebenen Ge-

raden liegen soll. Dies verdeutlichen die folgenden Beispiele.

22. Der Grad der Curve derjenigen Punkte, von ivelchen sich

anderswo berührotde dreifache Tangenten ziehen lassen, ist gleich ^ von

Pi O2 -^lh-9) (Pi+P5-9) (Pe-\-Pi-9)

= 8 .piP2PiPA
- 12

. gPiPiPs + 6 .g%P2 - ghh
= 8 .p.p^P^p^ - 12 . geP,P2 - 12 .p^^p^P^ + 6

. geP^P2 + (S.G-2.G

= 8 •Pig2P3P4. - 12 'Pi^P2P3 - 6 9ePlP2 + 4.6^

= 8 :n^ (2n^ - 6 w + 3) (n - 4) (w - 5) (n - 6)

-12.n\n-l)(n- 3) (n -4)(n- 5) (n - 6)

- 6 .n"" {n-2) (n-3) (n - 4) (n -ö)(n- 6)

+ 4..n(n-l)(n-2)(n~^){n- 4) (n - 5) (n - 6)

== 2 . w (w - 4) (n - 5) (n - 6) (w^ + 3^^ - 2n - 12).

23. Die Zahl derjenigen Haupttangenten, welche, von einem ge-

gebenen Punkte der Fläche ausgehend, anderswo berühren
.^

ist gleich

1— von
n

Pi ixh -^-Pz-g) {P2 +Pi-fj)

-PiPi + 3 'Pi^P^Vz - ^•9Pi'P2 +Pi^9^

-PiW + 3 ^Pi'p^Ps + 4 ^Pi'P2' + (^

= ^'Pl^P2P3-^'Pl^P2^+^
= 3n\n-l)(n-^)-3.n\n-2){n-3)-\-n(n-l)(n-2){n-3)
= w(n-3)(w2 4-2).
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24. Die Zahl derjenigen Tangenten^ welche auf drei gegebenen

Ebenen drei verschiedene einfache Schnittpunlvte haben, ist gleich

PdhPs (ih +lh-9) = ^ 'Pdhlhlh - Mhlhlh
= 2 -IhlhPüh -Pi~P2P3 - 9ePlP2

^2.n'(2n'-6n + 3)(n-4:)-n\n-l)(n-^){n-i)
-n'^(n-2)(n-^)(n~4)

= n2(w-4)(2w2-3w-3).

Absichtlich ist jedes dieser Abzählungsresultate direct aus den

fünf StammzaUen und damit aus der Definition der Fläche n*^" Gra-

des abgeleitet, da der Verfasser zeigen wollte, wie selbst diejenigen

Resultate, welche durch die herkömmliche rein algebraische Methode

bisher nicht gewonnen werden konnten (cf. Salmon- Fiedler, Raum,

IL Th., IL Aufl., Art. '465, letzte Zeile), z. B. die Zahl der fünf-

punktigen Tangenten, sich ohne fremde Hilfsmittel naturgemäss aus

dem Begriff des zweistufigen Punktsystems ergeben, sobald man

nur den Bedingungskalkül anwendet.

Freilich können auch die Resultate stufenweise abgeleitet wer-

den, z. B. aus den Anzahlen für die Tangenten die Anzahlen für

die Haupttangenten und Loppeltangenten, aus diesen die Anzahlen

für die vierpunktigen, drei-zweipunltigen und dreifachen Tangenten,

aus diesen dann die Anzahlen für die fünfpunUigen , vier - ziüeipunl-

tigen, drei-dreipunUigen, drei-^wei- zweipunUigen und vierfachen Tan-

genten. Beispielsweise folgt aus den drei Zahlen fgg&s, ^32^2; h^Q

die Zahl £5 bei Anwendung der Coincidenzformel 1 des § 13 ohne

Weiteres, nämlich:

^5 "^ ^32 ^3 ~^ ^32 ^2 ^32 ö'

= ^(^_.4)(3^'2_|.5^^_24) + w(n-2)(w-4)(w2 + 2w-f 12)

-^(n-3)(n-4)(n2-f 6^-4)
_^(,^_4)(35n-60) = 5.n(>^-4)(7n-12).

Um noch andere Formeln aufzustellen, welche die späteren der

oben berechneten Anzahlen 8 auf frühere zurückführen, ist es nütz-

lich, den folgenden Satz zu benutzen, welcher direct aus den Bezout-

schen Sätzen folgt:

„Wenn eine Gerade, welche Fn an einer Stelle a-punUig, an

einer anderen Stelle ß-punktig berührt u. s. w., eine Begelfläche vom

Grade v erzeugt, so ist:

wo Vi, v«, Vß,... die Ordnungen der Curven sind., welche bezüglich von
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den einfachen Schnittpunkten, den Stellen a-punktiger Berührung, den

Stellen ß-punktiger Berührung u. s. w. gebildet werden.'^

Um diesen Satz auf unsere Zahlen s anwenden zu können,

setzen wir noch fest, dass \ bei einem Symbole 6 immer jeden

einfachen Schnittpunkt der betreffenden Tangente bedeuten soll.

Dami haben wir nach dem eben ausgesprochenen Satze:

^ • (hf) = 3
. £3^3^ + 1

. £3^97

n . (^22 ^2^) = 2 . f22^2^ + 2 . «22^2^2 + 1 • fc'22^2^l;

n.{e^g) = A.£^h^+l.€^h„

^ ' (%^) = 3 . £32^3 + 2 . f32&2 + 1 . ^32^1,

^ •
(f222^) = 2 . f222 ^2 + 1 • ^222K

Mit Hilfe dieser Formeln kann man die auf h^ bezüglichen

Symbole leicht aus den in den ersten 21 Formeln berechneten Sym-
bolen bestimmen, z. B. das in 22 berechnete Symbol £222^1 ^^s

^ • (^222^) "^
' ^222 ^2

=W {n - 3) {n - 4) (n- 5) (w^ + 3^-2)
- 2 4 w (n - 2) (n - 4) {n - 5) (n^ + 5>^ + 12)

= ^.n(n- 4) (n - 5) (n* -nn^-\-6n-3n^-9n^-ßn+ 72)

= in (n -4:)(n-b)(n-6)(n^ + 3n^-2n- 12).

Bei Anwendung der Goincidenzformel erster Dimension für Punkte-

paare ist man hiernach im Stande, die Zahlen

^5; ^42; ^33? %22; ^2222

ohne grosse Rechnung als Functionen von n und den Zahlen:

^4:9} ^4^45 ^^'^ ^^37 %^2; ^2229} ^222^2

darzustellen und zwar oft auf verschiedene Arten; dies zeigen die

folgenden Ableitungen:

17) £5 = s^h^
. (w - 4) + sj)^ - s^g .(n~~A)

= s^h.in-4:) + (n.e^g-4, s^ \) - s^g . (w - 4)

= £4^4.(^-8) + 4.£4^,

1'^) % =%h H- h2\ - %2^*,

18) £^ = Bj)^,{n - 5) + £4^1 .(w - 5) - £^g.{n - 4) (w- 5)

=-2.{n.£^g - 4. £464) . (n ~ 5) - £4^.(w - 4) (w - 5)

= £4^.(w-5)(w + 4)-£4&4.8.(w-5),

18) £42 = £3263. (>* - 5) + £32&i
- £32^. (w - 5)

= £32&3.(w-5)+ (w.%^-3.£32&3-2.£3262)-%5'-(>*-5)

= £32^3-0^ - 8) - 2.£32?'2 + 5.£825',
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^ 8) *42 = %2 ^^2 • ^ + ^222 ?^2 • ^ ~~ ^222/7 • ^

^^^ 4 • ^222 ^2 ^ • ^222 9 )

19) 2 . fgg = £32^2 . (n - 5) + £32^?! - £32^ (^ - 5)

= £32&2-(>*-5)+ (»«-%^-3.£32&2-2.£32&2)-%^(^-5)
= £32&2.(»^-'^)-3.£32&3 + 5.£32^;

20) 2 . £322 = %&i .

(w - 6) + £32?>i • (w - 6) - £32^. (w - 5) (w - 6)

= 2 . (n - 6) (w.£32^ - 3 .£32&3 - 2 .£3262)

-f325r.(w-5)(M-6)

= £32^.(^-6) (w+ 5)-6. £3263. (w-6)-4.£32&2. 0^-6);

20) £322 = f222h • 0^ — 6) + ^222 ^1 . 3 - £222^ .
3

.
(n — 6)

= «222^2-(^—6)+ 3.(w.f222^— 2. £222 ?^2)-3. £222^.(^-6)

= £222 ?>2 • ('* - 12) + 18
. £222^;

21) 4 . £2222 = «222 \-{n-l) + £222\.{n-l)- e^^^g. {n - 6) (n - 7)

= 2.(?^-7).(w.£222^-2.£222&2)-«222^-(^-6)(^-'^)

= «2225'- (^-'^)(^ + 6) -4. £222^2- 0^-7).

Hiernach erhält man durch Substitution der Werthe von

«4^; «4^4; «32^'; %^35 %2^-2? «222^7 «222^2

die oben berechneten Zahlen bestätigt und zwar £r, zweimal, £42 drei-

mal, £33 einmal, £322 zweimal, £2222 einmal.

Um auch .zu den Anzahlen zu gelangen, welche sich auf zivei

mehrfache und mehrpunktige Tangenten mit gemeinsamem Berüh-

rungspunkte beziehen, müssen wir einen wichtigen HilfssaU voran-

schicken. Es sei auf der Fläche Fn eine beliebige Curve C r*®"^ Gra-

des gegeben. Dann giebt es oo^ Strahlen g, welche diese Curve C
schneiden. Ein solcher C schneidender Strahl ist also endlichdeutig

bestimmt, wenn man ihm irgendwelche dreifache Bedingung auf-

erlegt. Diese enthalte keine anderen Symbole, als solche, welche

in diesem Paragraphen besprochen sind. Dann lässt sie sich, wie

dies aus den obigen Entwickelungen hervorgeht, im allgemeinen auf

die Symbole ^s, Pige, PiP^-) P1P2P3 zurückführen. Wir unterscheiden

aber auf jedem Strahle g, der C schneidet, den Schnittpunkt mit C
selbst von den übrigen n—1 Schnittpunkten, indem wir ihn mit

^1, jeden der übrigen n—1 Schnittpunkte mit p^^ jeden der dann

noch restirenden Schnittpunkte mit p^ und so fort bezeichnen. Dann

kommt man bei der Zurückführung der auf g bezüglichen dreifachen

Bedingungen nur auf die folgenden, von null verschiedenen Symbole:

9s-, 9eP2, QlP2% ^lÄPs; Ä^i^3, P^PsPa-
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Die Werthe dieser sechs Symbole ergeben sich leicht aus der De-

finition der Fläche F n^^"" Ordnung und der Curve G r*®^ Ordnung.

Die Ebene von Qs schneidet G in r Punkten; also ist, wenn es

sich nur um den Schnittpunkt auf G handelt, gs gleich r. Ist also

von i Schnittpunkten die Rede, so ist:

g, = r .{n — \) {n — 2) . . . {n ~ i -{- 1).

Ebenso ergiebt sich:

gep., = r . ^2 (w — 2) . . . (w — ^ -f 1).

Bei g_iP<^^
beachte man, dass die Ebene der Bedingung q^ die

Curve G in r Punkten, dass die Gerade von p^^ die Fläche Fn in

n Punkten schneidet und dass der Verbindungsstrahl jedes von den

r Punkten mit jedem von den n Punkten einen Strahl liefert, der

G schneidet und (l^p^ erfüllt; also ist:

q^l\^ = r.n(n — 2)(n — d>)...(n—i-}- 1).

Um qi2hlh ^^ bestimmen, erinnern wir uns, dass von jedem

der r Punkte, in denen die Ebene von g^ die Curve (7 schneidet, n(ii-~l)

Strahlen ausgehen, die auf zwei gegebenen Ebenen verschiedene

Schnittpunkte haben; also ist:

^ilhlh = ^ . '^ (^ — 1) (w — 3) . . . (w — i + 1).

Ferner gehen von jedem der n Punkte, in denen die Gerade

von j^g^ die Fn schneidet, r.(n—l) Strahlen aus, die ausser in G
noch in der Ebene der Bedingung 2h einen Schnittpunkt besitzen;

also ist:

Ih^lh = ^ . ^ (w — 1) 0^ — 3) . . . (>^ — ^ + 1).

Hiernach ist bei drei Punkten gP2lh^94h +i^2^i'3
== ^'

• ^^ • (2 n — 3).

Dies ist also der Grad der Linienfläche, die von den go^ Geraden

gebildet wird, welche G schneiden und ausserdem auf zwei ge-

gebenen Ebenen verschiedene Schnittpunkte haben. Diese Linien-

fläche schneidet Fn in r.w^(2n — 3) Punkten, unter denen sich

erstens qiP^i^ = r .n(n—l) befinden, die auf G liegen , zweitens

r,n(n— 1), welche die Bedingung ^^2¥3 erfüllen und drittens r.n(n— 1),

welche i^p^ erfüllen; also bleibt bei drei Punkten:

P2P3P4: = ^ • >^^ (ßn — 3) — 3.r.n(n—l=r.n (2n^ — Gn-\- 3),

und bei i Punkten:

P2P3P4. = ^ • w (2n^ — 6w -f 3) (n — 4) . . . (w — *+ 1).

Vergleicht man diese sechs Resultate mit den oben für die

fünf Symbole:

PlQsy PAQe, PiW> Pi'PiPzj PlP2PiP4,

gefundenen Werthen, so sieht man, dass die TJmwandelung der JBe-

Schubert, Kalkül der abzählenden Geometrie. 16
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dingung p^ in die Bedingung, die Curve C r*^" Grades zu schneiden^

auf die WertJie der Stammzahlen Iceinen anderen Einfluss ausübt ^ als

r
dass dieselben mit dem Bruche — multiplicirt erscheinen. Dieses Re-

sultat kann man aussprechen wie folgt:

Bei jeder Fläche Fn n'^" Grades ist die Zahl der Geraden^ welche

eine beliebige , auf ihre n Schnittpunkte mit Fn bezügliche dreifache Be-

dingung erfüllen und ausserdem eine auf Fn liegende Curve C r^'''^

r
Grades schneiden^ — mal so gross ^ als die Zahl der Geraden, welche

dieselbe dreifache Bedingung erfüllen und ausserdem einen Schnittpunld

auf einer gegebenen Ebene besitzen.

Dasselbe Resultat würde man aus dem Bezout'schen Satze er-

halten, wenn man wüsste, dass die Schnittpunkte der jene dreifache

Bedingung erfüllenden Geraden auf Fn eine Curve bilden, welche der

vollständige Schnitt der Fn mit einer gewissen Fläche ist.

Mit Hilfe des eben bewiesenen Hilfssatzes kann man aus

unseren Abzählungsresultaten eine grosse Menge neuer Anzahlen

erhalten, wie die folgenden Beispiele verdeutlichen:

25. Aus 2) folgt, dass £2\9p=^^20s= n{n—l) ist; also gehen

r
durch einen Punkt im Räume — • >^ (w — 1) = r . (w — 1) Tangenten,

n
deren Berührungspunkte auf einer in der Fläche liegenden Curve

r*^" Grades sich befinden oder, was dasselbe ist, die Tangential-

ebenen in den Punkten einer auf Fn liegenden Curve r*®"" Grades

bilden einen einstufigen Ort vom r .{n— 1)*'^'' Grade. Z. B. gehen

von den Tangentialebenen in den Stellen vierpunktiger Berührung

(Nr. 11) immer w(llw — 24) (w— 1) durch jeden Punkt des Raumes.

Ebenso folgt leicht, dass es n (n — 1)^ Punkte giebt, in denen zwei

Tangenten berühren, deren jede durch einen gegebenen Punkt geht,

mit anderen Worten, dass durch eine Gerade n {n — 1)^ Tangential-

ebenen an die Fn gelegt werden können.

26. Aus 3) und 5) folgt e^hff = hh^ + ^^ffe-^ .n + Sn . (n-2)

= n{^n — A). Dies ist der Grad der Curve der Berührungspunkte

aller eine gegebene Gerade schneidenden Haupttangenten. Diese

Curve schneidet also nach unserem Hilfssatze die Curve vierpunkti-

ger Berührung (Nr. 11) in n(ßn — 4c). s^b^^ = (3n — 4) . £4?)4

n
Punkten. Unter diesen Punkten befinden sich die s^g Berührungs-

punkte der die gegebene Gerade schneidenden vierpunktigen Tan-

genten. Die übrigen
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Punkte sind also Punkte, in denen vierpunktige Berührung statt-

findet und in denen eine Haupttangente berührt, welche die ge-

gebene Gerade schneidet, ohne mit der vierpunktigen Tangente

identisch zu sein. Da nun nach Nr. 5 in jedem Punkte einer Fn

nur zwei Haupttangenten berühren, so ist jene Zahl die Zahl der-

jenigen dreijmnhtig berührenden Tangenten, tvelche mit einer vierpunJcti-

gen Tangente denselben BerührungspimJct haben und dabei eine gegebene

Gerade schneiden. Wir fassen jetzt jede vierpunktige Tangente mit

derjenigen Haupttangente zusammen, welche denselben Berührungs-

punkt hat. Dadurch entsteht auf der Fn ein einstufiges System

von Strahlenpaaren; auf dieses wenden wir die Coincidenzformel

21 des § 15 an. Dann ist (SP = bJ>4, und 6e nach Nr. 25 gleich

Ej)^(^n~l) zu setzen. Das Coincidenzsymbol eö bedeutet die Zahl

derjenigen vierpunktigen Tangenten, welche mit Haupttangenten

zusammenfallen, die denselben Berührungspunkt haben; diese Zahl

ist also gleich:

e^g + [(3m - 4) . ej)^ - s^g] -s^- ^A • (^ - 1)

= 2.(n-2). £^b^=2n (n - 2) (11 w - 24).

Da man zusammenfallende Haupttangenten parabolis(Jie Tan-

genten und ihre Berührungspunkte paraboliscJie Punidc nennt, so

kann dieses Resultat auch so ausgesprochen werden:

Es giebt auf einer Fläche n^^^ Ordnimg

2.n(n-2)(nn-24)

vierpunhtig berührende parabolische Tangenten.

27. Es liegt nahe, im Anschluss an das eben gefundene Re-

sultat die Ordnung der parabolischen Curve und den Grad der

Regelfläche der parabolischen Tangenten zu bestimmen. Zu diesem

Ende fassen wir je zwei in demselben Punkte berührende Haupt-

tangenten als Strahlenpaar zusammen. Dadurch wird auf der Fn
ein zweistufiges System von Strahlenpaaren gebildet, auf welches

wir die Coincidenzformeln 39 und 49 des § 15 anwenden. Wir

haben dann zu setzen:

öge = 3n(n — 2), che = 3 w (w — 2), öp^ = 2 . w,

öj9e = 2 . n (w — 1) , öe^ = 2n(n— 1)1

Um ögh zu bestimmen, wenden wir den oben bewiesenen

Hilfssatz an und benutzen den Werth des Symbols s^b^g = £s9e-\- s^bj^

zweimal, den Werth des Symbols s^g^^ £s9e-{- s^gp einmal. Dann
kommt:

16*



244 Fünfter Abschnitt.

agh = n(3n-4:y-^n{n-2)-n(in-l) {it - 2)

= 4:.n(2n^-6n + 5>).

Also ergiebt sich durch die angewandte Coincidenzformel für

die Ordnung der parabolischen Curve:

3n(n-2) + Sn(n-2) + 2.n-2n(n-l) = 4:.n(n-2),

und für den Grad der von den parabolischen Tangenten gebildeten

Linienfläche:

4:n.{2n^-6n-\-6) -2 .n-2 .n(n-iy= 2n.i(n-2) ,(ßn-4:).

Nach unserem Hilfssatze haben die parabolische Curve und die

Curve vierpunktiger Berührung

4.n(n-2),(lln-24:)

Punkte gemein. Die Zahl der Tangenten in diesen Punkten haben

wir aber in Nr. 26 gleich

2n.(w-2)(llw-24)

gefunden. Dass die erstgenannte Zahl doppelt so gross ist als die

letztgenannte, erklärt sich dadurch, dass die parabolische Curve

und die Curve vierpunktiger Berührung sich an 2n(w-2)(lln-24)

Stellen zweipunktig berühren.

28. Wir stellen uns die der metrischen Geometrie angehörige

Aufgabe, die Zahl der KreispunUe einer Fläche Fn w*'" Grades zu

bestimmen. Ein Kreispunkt ist ein solcher Punkt, in welchem beide

Haupttangenten den unendlich fernen imaginären Kugelkreis schnei-

den; wir haben also, wenn wir der Aufgabe die projective Fassung

geben, zu bestimmen, wie oft ein Punkt auf der Fn Berührungspimkt

zweier einen gegebenen Kegelschnitt schneidender Haupttangenten

ist. Nach dem Princip von der Erhaltung der Anzahl (§ 4) dürfen

wir statt des Kegelschnittes jede seiner beiden Ausartungen annehmen.

Nehmen wir zuerst die Ausartung, bei ivelcher die Kegelschnittpunlcte

zwei Gerade bilden. Dann kann die gestellte Forderung auf zweier-

lei Weise erfüllt werden-, erstens, wenn jede der beiden Geraden

von einer der beiden Haupttangenten geschnitten wird-, zweitens,

wenn die eine oder die andere Gerade von beiden Haupttangenten

geschnitten wird. Die auf den ersten Fall bezügliche Zahl ist schon

in Nr. 27 als der Werth des Symbols agh bestimmt. Wenn, wie

im zweiten Falle, eine Gerade von beiden Haupttangenten geschnitten

werden soll, so liegen diese mit ihr in derselben Tangentialebene-,

also ist die gesuchte Zahl der KreispunUe

4 . n (2n^ - 6n+ 5) + 2 . n (w - 1)^ = 2 . w (pn^ - 14m -f H).
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Es ist vielleicht interessant, dieses Resultat auf eine zweite

Weise zu finden, indem man statt des Kegelschnittes seine andere

Ausartung wählt. Bei dieser bilden die Punkte zwei zusammen-

fallende Gerade. Die gestellte Forderung, dass jede der beiden

Haupttangenten den Kegelschnitt schneiden soll, wird also erfüllt

erstens von den parabolischen Haupttangenten, welche die Doppel-

gerade schneiden, zweitens viermal von den Haupttangenten, welche

in einer durch die Doppelgerade gehenden Tangentialebene liegen,

drittens von den Haupttangenten, welche in den n Schnittpunkten

der Doppelgeraden mit der Fn berühren; also ist die gesuchte Zahl

der Kreispunlcte auch gleich

2n(n-2)(ßn-4) + 4..n(n-iy-\-2.n = 2n{6n''-Un-{-n),

In der Salmon-Fiedler'schen Raumgeometrie (2. Aufl., pag. 43

bis 46) ist diese Zahl um die Zahl der in einer Ebene liegenden

Haupttangenten zu gross angegehen. Das richtige Resultat gab zu-

erst Voss in den Math. Ann. Bd. IX pag. 241 (Lit. 44). Aehnlich

kann man auch die metrischen Probleme lösen, in denen nach Ord-

nung und Klasse der Krümmungsmittel]^unMsfläche (Lit. 45) oder

nach Feldrang und Bündelrang der von den Krümmungslinientan-

genten gebildeten Congruenz gefragt wird (Lit. 46).

29. Um die Zahl derjenigen PunUe der Fläche n^^^ Ordnung zu

bestimmen, in denen die leiden Haujpttangenten vierpunktig berühren^

ohne zusammenzufallen, betrachten wir das Punktepaar, welches

durch einen Punkt der Curve vierpunktiger Berührung und einen

derjenigen n — 3 einfachen Schnittpunkte erzeugt wird, die auf der

in jenem Punkte nur dreipunktig berührenden Haupttangente liegen.

Auf das von solchen Punktepaaren gebildete einstufige System wen-

den wir die Coincidenzformel erster Dimension für Punktepaare an

(§ 13, Formel 1). Dann erhalten wir für das Symbol p dieser

Formel £4^1^.(71 -—3)^ für g den schon in Nr. 26 berechneten Werth

(ßn — 4:).e^b^—e^g multiplicirt mit w — 3. Um das Symbol q der

Formel zu berechnen, wenden wir dasselbe Mittel an, welches uns

oben (p.239) zu den b^ enthaltenden Symbolen führte. Dann bekommen

wir für q den Werth n . [(3w — 4) . £4^4 — s^g] - 3 . ^46^; also ist der

Werth des Coincidenzsymbols jener angewandten Formel gleich

[s^b^ . (n - 3)] -f [n .(ßn-A).e^b^-n.£^g--3. s^bj

-[(ßn-4:).£^b^.(n-S)-8,g.(n-'6)]
oder

£4?>4.(10n-18)-3.f4^.
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Das Coincidenzsymbol wird aber in zwei Fällen erfüllt, erstens

bei jedem Punkte, in dem msammenfallende Haupttangenten vier-

punktig berühren, zweitens zweimal bei jedem Punkte, in welchem

die beiden Haupttangenten
,
getrennt liegend, vierpunhtig herUhren. Die

Zahl der im ersten Fall genannten Punkte ist in Nr. 26 berechnet.

Die auf den zweiten Fall bezügliche Zahl ist die gesuchte. Für

diese erhalten wir also:

^.f,b,,{10n-lS)-i.s,g-(n-2).s,h^
= £^\ . (An - 7) - 1 . s^g (Lit. 47).

Nach Substitution der oben berechneten Werthe für t^h^ und

£^g erhalten wir das Resultat:

„Eine Fläche n^^'' Ordnung besitzt

6n.(ln^-2Sn-\-30)

Punkte, in denen die beiden Haupttangenten vierpunktig berühren, ohne

zusammenzufallen.^^

Für w==3 erhält man hieraus die Zahl 135 der Schnittpunkte

der 27 auf einer Fläche dritter Ordnung liegenden Geraden.

Der Verfasser hat in seinen „Tangentensingularitäten'' (Math.

Ann. Bd. 11 pag. 377) ausser der eben berechneten Anzahl und

den meisten der vorangehenden Anzahlen noch viele andere Resul-

tate bestimmt, aus welchen wir hier die folgenden hervorheben:

30. Die Zahl der in parabolischen Funläen dreipunUig und noch

andersivo zweipunMig berührenden Tangenten beträgt:

2n {n - 2) {n - 4) (3 w^ + 5n - 24).

31. Die Zahl der an einer Stelle dreipunUig, an einer anderen

Stelle zweipunldig berührenden Tangenten, bei denen die Tangential-

ebenen der beiden Berührungspunlde zusammenfallen, oder, was das-

selbe ist, die Zahl derjenigen Doppeltangentialebenen, bei denen der

Verbindungsstrahl der beiden BerührungspunMe in emem dieser Be-

rührungspunlcte dreipunldig berührt
.^
beträgt:

n {n -2) in- 4) (n^ + ?>n^ + 13w - 48).

32. Die Zahl derjenigen Punkte, in denen die eine Haupttangente

vierpunMig, die andere nur dreipunktig, aber noch anderswo zwei-

punMig berührt, beträgt:

n {n - 4) (27 n' - 13^^ - 264^ + 396).

33. Die Zahl derjenigen Punkte, in welchen die beiden Haupt-

tangenten, getrennt liegend, dreipunktig berühren, aber so, dass jede

von ihnen die Fläche noch anderswo zweipunktig berührt, ist gleich:
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n(n-4:) (4^^ - 4?^^ - 95^^ + 99^^ + 544n - 840).

34. Die Curve derjenigen Funkte ^ in denen eine drei- sweipunMige

Tangente dreipunUig berührt ^ berührt die Curve der parabolisehen

Funkte überall, wo sie dieselbe trifft, 0wäpunktig und zwar in denjenigen

parabolischen Funkten, deren Haupttangenten noch anderswo berühren.

35. Die Curve derjenigen FunUe, in denen eine drei- sweipimktige

Ta'iigente dreipunUig berührt, berührt die Curve vierpunktiger Berüh-

rung in den Berührungspimkten der fünfpunktigen Tangenten 0wei-

punktig und schneidet sie ausserdem noch einfach, erstens in denjenigen

Funkten, wo die vier-zweipunktigen Tangenten vierpunktig berühren,

zweitens in denjenigen Funkten, wo die eine Haupttangente vierpunktig

berührt, die andere Haupttangente eine drei-sweipunktige Tangente ist.

§34.

Die Coincidenz mehrerer Punkte einer Geraden (Lit. 48).

Schon im vorigen Paragraphen haben wir uns mit der Co-

incidenz von 7nehr als zwei Punkten auf einem Gebilde beschäftigt,

welches aus einer Geraden und n darauf befindlichen Punkten be-

stand, nur dass die Definition dieses Gebildes die Beschränkung ent-

hielt, dass die n Punkte einer und derselben Fläche angehörten.

Hier beschäftigen wir uns mit dem allgemeineren Gebilde F, dessen

Definition ebenso lautet, aber frei von dieser Beschränkung ist,

also aus einer Geraden g und n in ihr liegenden Funkten

besteht. Die (w—1) -fache Bedingung, dass diese n Punkte auf

ihrem Träger g an einer und derselben Stelle coincidiren, bezeich-

nen' wir mit £. Es handelt sich darum, s durch die auf

9, Pl> P2>'-'Pn

bezüglichen Grundbedingungen auszudrücken. Dieses gelingt bei

Anwendung der symbolischen Multiplication vermittelst der Formel

für die Coincidenzbedingung beim Punktepaare (§ 13, Formel 1).

Hiernach ist die Bedingung f.t, dass die Punkte pi und 2h auf g

coincidiren, ausgedrückt durch:

£ik=Pi+Pk-g-',

daher erhält man für die zweifache Bedingung, dass auf ^ an einer

Stelle die Punkte pi und pk, an einer anderen Stelle die Punkte j>;-

und pj coincidiren, die Formel:
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£i k-£rs={Pi+Pk— 9)(Pr -i-Ps - 9)

=piPr +PiPs -^PkPr -\-pkPs

- 9 {Pr +i>. ^Pi 4-/) + {()e + 9p)'

Multiplicirt man in derselben Weise die Formeln für die Be-

dingungen:

^12; ^13? ^14? ^15; •••^Iw;

SO erhält man eine Formel für die Bedingung £, dass auf 9 die

n Funkte

PuP2,P3y"'Pn

an einer und derselben Stelle coincidiren. Es ist also:

« = Ol +P2--9) Ol +P3-9) Ol +i>4-^)"-0l +Pn~9)'

Da man, wie eben den Index 1, jeden der n Indices bevor-

zugen konnte, so muss man nach Ausführung der Multiplication

der (^ — 1) Faktoren für s einen in den n Indices symmetrischen Aus-

druck bekommen können. Dies gelingt am kürzesten so; man

ordne den Ausdruck für e nach steigenden Potenzen von p^—g-^

dann kommt:

e= an-i -\-an-2. {ih -9) + ««-3
. fe - ^)^ 4- . .

.+ «0 • (Pi -&~\
wo i I .

und überhaupt oci gleich der Summe der sämmtlichen (n — l)i Pro-

ducte von je i verschiedenen der n — 1 Symbole

P2? Ps, Pi?-"'Pn

gesetzt ist. Nun aber ergiebt sich aus den Incidenzformeln des

§ 7 für die Potenzen Yoiip^—g Folgendes:

{Pi-9f-Pi'-^'Pi9 + 9'

-Pi^-{Pi^ + 9e)-Pi9+{9e-}-9p)

= -Pi9 + 9p,

Ol - 9?= (-Pi9 + 9p) Ol - 9)
= ~Pi^9 -\-Pi9p+py -9s
= - Ol' +Pi 9e) +Pi9p + Ol' + 9s -\-Pi9e) - 9s

=Pi9pi

(Pi-9y-Pi9piPi-9)
=Pi9p -Pi9s
= 0,

also überhaupt

{Pi—9)'^= für m>3.
Substituirt man die erhaltenen Werthe für die Potenzen von

Pi ~~9i so kommt:
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S = («n-l 4-i>i<^n-2) — ^ (««-2 H-Pi «n-s) +^/> («n-S +i>i«n-4);

hier aber ist jede der drei Klammern sijmmetrisch in den p^^ 2)2 f..'Pnf

da immer
Ui+PiCCi-i

die Summe der sämmtliclieii Ui Producte von je i verschiedenen der

71 Symbole p^, P^y-Pn wird. Setzt man daher immer für solche

Summe ßiy so erhält man schliesslich die gesuchte Hauptformel

1) £ = ßn-l-9ßn-2 + 9pßn-S-

Zur Verdeutlichung specialisiren wir diese Formel für n = 4;

dami hat man:

£ =PlP2P^ +PlP2Pi +PlPsP4. +P2PBPi
- 9P1P2 -9PA - 9PiPi - 9PA - 9P2P4. - 9P3P^

+ 9pPi + 9pP2 H- 9pP3 + 9pP^'

Aus 1) erhält man durch symbolische Multiplication mit den

auf g bezüglichen Grundbedingungen:

2) gS =-9ßn-l-(9p+9e)ßn-2 + 9sßn-'6,

3) g^£= gpßn-l — gsßn-2 + Crßn-3f

4) geS= geßn-l—gsßn-2j

5) g,8=^gsßn-i — Grßn-2,

6) G8==Gßn-l.

Um zweitens auch die auf den Coincidenzpunht bezüglichen Be-

dingungen auszudrücken, führen wir die folgenden Bezeichnungen

ein; es mögen

i?123...», i)^23...«, i>^23...n

die Bedingungen bedeuten , dass die n PunUe p coincidiren sollen und

zugleich der CoincidenzpunU hezüglich

auf einer gegebenen Ebene
j

in einer gegebenen Geraden^

in einem gegebenen Funkte

liegen soll. Die Formel für xh2i^ • • • « erhält man durch Multiplication

der Formel 1 mit irgend welcher der n Bedingungen j}i, ^2; •••i^»-

Am schnellsten gelangt man zum Ziele, wenn man die die Sym-

bole a enthaltende, der Formel 1 vorangestellte Formel mit p^

multiplicirt-, dann ergiebt sich zunächst:

****
i>123 "-n =Pi «n-l +Pi^CCn-2

-2h9CCn-2~-Pi^9Cin-3

-\-Pl9pan-3 +Pi9pan-4..
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Hieraus folgt aber bei Anwendung der Incidenzformeln für

Strahl und incidenten Punkt (§ 7):

i>123 . . . n =2h^n-l +i)i^a„-2 -'2h^CCn-2

— geCCn-2—PigeCCn-'d—Pi^CCn-3+Pi^CCn-3

-}-gsCCn-d-\-Pi9sCCn-4.

=Pian-l —Qe («n-2 -\-p^Kn-'^

-{g,{an-z-\-Pi(^n-4)>

Führt man jetzt wieder die Symbole ß ein, so erhält man

schliesslich:

7) i)l23 ...n= ßn-geßn-2 + gsßn-3-

Specialisirt man wieder, indem man w = 4 setzt, so kommt:

Pl2M= PlPiPsP^- 9ePiP2 - QePiPz

- 9ePlP4.- 9eP2Ps " 9eP2P^" OePsPi

+ 9sPi + 9sP2 + gsPs + gsP^-

Multiplicirt man Formel 7 mit ge und mit G, so erhält man:

8) gePl23 ...n = geßn- Gßn-2,

9) Gpi23...n = Gßn.

Die Formel für j)^23...n erhält man am schnellsten, wenn man

die Formel 4 von der mit g multiplicirten Formel 7 subtrahirt und

beachtet, dass immer

P9 — 9e=p^ (Incidenzformel I des § 7)

ist; dann ergiebt sich:

10) p\23...n=gßn-geßn-l-\'Gßn-3j

und hieraus:

11) geP\23 ...n=gsßn- Gßn-L

Die Formel für j)^i23 ...n erhält man, wenn man die Formel 5

von der mit gp multiplicirten Formel 7 subtrahirt und beachtet, dass

P9p-~9s=P^ (Incidenzformel II des § 7)

ist-, dann ergiebt sich nämlich:

12) p\23 . . . n= gpßn — 9s ßn-l + Gßn-2-

Die voranstehenden sechs Formeln 7 bis 12 können benutzt

werden, um umgekehrt die sechs Bedingungen

(^PlP2 "'Pnj 9sPiP2 .
. -Pn , 9ePiP2 '

' 'Pny

9pPlP2-"Pny 9PlP2"Pn-, PlPl^Pn

durch Coincidenzbedingungen allein auszudrücken. Der Kürze wegen

leisten wir dies nur für den speciellen Fall n = 4 und lassen dann

die Resultate für ein allgemeines n unmittelbar folgen.
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Formel 6 lässt sich für w = 4 schreiben wie folgt:

13) GPilhPiPi= G^Pm^'

Aus Formel 11 ergiebt sich:

9*PlP2Pdh == 9eP\2U + G-PdhPs + (^PlP2P4. + (^PiPäP4. + (^P2P3P4.

oder

14) gsPiP'APA = 9eP\23A + GPV23 + (^Pl2i + ^i^l34 + (^P23i'

Ebenso erhält man aus 8:

15) 9ePiP2P3Pi= 9ePi2M+(^PvA + (^Pl3 + <^i>14+ ^i?23+ ^i>24+ ^P34-

Formel J.2 giebt zunächst:

9pPiP2P3Pa =P\234: + i9eP\23 + ^^2 + ^Pl3 + G^i^gs)

+ (^«i>'l24 + (^Pl2 + Ö^Ä4+ ^i^24)

+ {9ePW+ ^i^23 + ^i>14 + ^i^34)

4- (^^P'234+ Gp^^ + G^i>24+ ^i>34)

- Gp^, - Gp,^ - Gp^^ - Gp.,^ - G2)2i - <^i?34

oder

16) 9pPiPiP3P4. -P\m+ ^^i^^23 + ^^P'l24

+ ^^i>'l34 + 9eP\M + ^Ä2 + Ö^i^i3

+ Gp^^+ Ö^Ä3 + ^i^24 + Gp^^.

Aehnlich ergiebt sich aus 10:

9P1P2P3PA =i>'l234 + 9ePl23 + ^«^^124 + ^^^34 + ^«1^234

+ 3.(Gp, + Gp, + Gp, + Gp,)

- G^)^ - Gp., - G^i^g - Gp^
oder

1'^) 9P1P2P3P4. =P\23A + ^«Ä23 + 5'«Ä24 + ^^Pl34+ ^^i>234

+ 2.(Gp, + Gp, + Gp,-^Gp,).

Endlich erhält man aus 7:

PlPühP4. =i>l-234 + 9ePvi + 9ePi^ + ^.i>i4

+ J9'«i^23 + 9eP24. + ^ei>34 + 6 . (^

- 9ePi^ - 9eP2^ - 9ePi - 9ePl' - 4: . G
oder

18) P1P2P3PA =Pl234 + 9ePl2 + 9ePi3 + 5^ei?14

H-^«i>23+^^Ä3+^^jP34
- 9ePl^ - 9eP.^ - 9ePi - ^.i^4^ + 2 . G^.

Wir verallgemeinem jetzt die Formeln 13 bis 18 von n = ^

auf ein allgemeines n und setzen zur Abkürzung

Si j Si j Sx

gleich der Summe der sämmtlichen Symbole, welche man erhält,

wenn man beziehungsweise dem Symbole
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als Index alle möglichen % Zusammenstellungen von i verschiede-

nen unter den n Indices

1, 2, 3,...«

giebt. Mit Hilfe dieser Abkürzung lassen sich die Formeln 13 bis

18 für das allgemeine n schreiben wie folgt:

13) Gp^l\...pn=(jrSny

14) 9sPiP2-"Pn=geSj + GSn-ly

15) 9ePiP2 '-'Pn^ Qe Sn+ GSn-2y

Iß) 9pPiP2 • • 'Pn = Sn + Qe S^n-1 + GSn-2y

17) gp^P2'"Pn = Sr?-]-geSn-l + 2.GSn-^y

18) p^p-i ...Pn = Sn + 9e Sn-2 — 9e s\_3 + 2 . GSn-i-

Die Formeln 13 bis 18 können weiter benutzt werden, um

auch die in den Formeln 1 bis 6 berechneten Coinciden0hedin9tmgen

f, ^9? ^9p, ^9e, £9ä-, sG
durch die Symbole

Sij Si j Si j g^^ij ^^ij ge^i

auszudrücken. In den Formeln 1 bis 6 treten nämlich keine anderen

Bedingungen auf, als solche von der Form:

GptP2'"Piy gsPiP2"'Piy

gePiP2'"Piy gpPlP2'"Piy

gPlP2"'Ph PiP2-"Pi'

Man setze also für diese Bedingungen die rechten Seiten der Gleich-

ungen 13 bis 18 ein; dann ergiebt sich mit Benutzung der durch

den Buchstaben s vorher eingeführten Abkürzungen:

19) £ = S„_i — 6"\_2 + 6\_3,

20) Sg = A_l - s\-2 + geSn-2 -2.9e s\-3j

21) £gp= s\-i-{-ges\-2 + Gs,:-3j

22) ege= geSn-i—ges\-2^

23) sgs = ges\-i-\-Gsn-2y

24) 6G = Gsn-i (Lit. 48).

Zur Verdeutlichung specialisiren wir die Formeln 19 bis 23

so, dass jede von ihnen vierter Dimension wird; dann haben wir

für 19 ?^ = 5, für 20 n= 4, für 21 n = 3, für 22 n = 3, für 23

n= 2 zu setzen und erhalten:

19) S =i?i,34 +Pm6 +Ä245 +JP1345 +i%45

-P\23 -P\24. -P\26 -P\m -P\b5 -P'u5

-P\u -P%i6 -P\i6 -P%45

+P\2 +P\3 +/14 +P\6 +P'2B +P'2A

'^P\6+P%i+P%6+P'^5,
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20) eg =i>\23 +P'i24 -^iAm +^234

-i>'l2 -P\^ -P'u -A3 -^24 -P'34

+ ^«Ä2 + ^eÄ3 + öePi^ + ^« 2^23 + OeP2^ + .^«i'34

- 2 . ^«i^i'
- 2 . geP2^ - 2 . gelh"" ~ 2

. ^7,^9/,

21) sg, =p\, +p\, +p%, + geP,' + geP2' + geP^^ 4- O,

22) Sge = gePi2 + 9ePn + 9eP2Z " ^^i^l' " 5'«i>2' " ^^i^s';

23) sgs= gePi^ + geP2^ + G;

Die entwickelten Formeln werden im VI. Abschnitt eine wich-

tige Anwendung finden, nämlich hei der Charakteristikentheorie des

Gebildes, welches aus einer Geraden und n darauf liegenden Punk-

ten besteht (§ 42).

Es liegt nahe, die Coincidenzformeln dazu zu benutzen, um

trewisse der im vorigen Paragraphen berechneten Anzahlen zu

controliren resp. sie auf elegantere Weise abzuleiten. Wir wählen

dazu beispielsweise die Formeln 1.9 bis 23. Bezeichnen j^^, J9.^,...jp,,

die n Schnittpunkte des Strahles g mit einer vorliegenden Fläche

Fn w*«^ Ordnung, so reduciren sich alle Symbole dieser Formeln

auf null, ausgenommen
(^y gePl27 P^my i^l234

und diejenigen Symbole, welche ebenso gebildet sind, aber andere

Indices haben. Bei unserer Anwendung wird also aus den Formeln

19 bis 23:

f = 5.iV234-10./i,3,

£^ = 4.^7^23 + 6 -^^-2^12?

£gp = (t,

£ge = ^'gePv2J

eg, = G.

Nun ist G bei zwei Punkten gleich n{n~ 1), bei drei Punkten

gleich n (n — 1) (w — 2), femer geP^2 ^ei drei Punkten gleich n {n— 2),

bei vier Punkten gleich n (n - 2) (w - 3), ferner j)\,3 bei vier Punk-

ten gleich 2 . w (w — 3), bei fünf Punkten gleich 2 . ^ (w - 3) (w — 4),

endlich p^^^^ bei fünf Punkten gleich w(llw- 24) (w- 4); also ist

nach

Formel 23, die Zahl der in einem Strahlbüschel liegenden Tangenten

gleich w(w— 1),

Formel 22, die Zahl der in eifern ebenen Schnitte liegenden Haupt-

tangenten gleich 3 . n (>^ — 2),

Formel 21, die Zahl der durch einen gegebenen PunU gehenden

Haupttange^iten gleich n (11 - 1) (w — 2),
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Formel 20, der Grad der von den vierpunktigen Tangenten

gebildeten Linienfläche gleich

4.2.n(n-3) + 6.w(n-2)(w-3) = 2.w(l^-3)(3w-2),

Formel 19, die Zahl der fünfpunktig berührenden Tangenten gleich

5

.

n (lln - 24) (n-4) - 10 . 2 . w (w-3) (n-A) = bn (n-4) {In- 12).

Biese Bestimmung der Zahl der fünfpunktigen Tangenten bloss

aus dem Grad der Curve vierpunktiger Berührung und der Zahl 2

der in einem und demselben Punkte berührenden Haupttangenten

dürfte noch einfacher sein, als die früheren Bestimmungen.

Es hindert nichts, diese Berechnungen auch auf Systeme von

Flächen auszudehnen. Beispielsweise suchen wir in einem ein-

stufigen Flächensysteme die Anzahl derjenigen Flächen zu bestim-

men, welche sechspunldig berührende Tangenten besitzen. Zu diesem

Zwecke haben wir die Formal 19 für w = 6 zu specialisiren. Es

treten dann rechts 6^ Symbole von der Form P12345 auf, 62 Sym-

bole von der Form p^-^^u ^^^ ^3 Symbole von der Form ^^123 5

folglich erhalten wir den Satz:

jjBezeichnet hei einem einstufigen Flächensysteme:

a) (p die Ordnung der Curve, welche von den Berührungspunkten

aller 00^ fünfpunktig berührenden Tangenten gebildet wird,

b) f die Ordnung der Fläche, welche von den BerührimgspunUen

aller 00^ vierpunktig berührenden Tangenten erzeugt wird,

c) IL die Zahl derjenigen Flächen des Systems, welche durch einen

gegebenen Funkt gehen,

so ist

6.9)-15.z^ + 40.^

die Zahl derjenigen Flächen des Systems, welche sechspunktige Tan-

genten besitzen.

§ 35.

Die Coincidenz mehrerer Strahlen eines Strahlbiischels (Lit.48).

Wir legen dem Gebilde F, welches aus einem Strahlbüschel mit

dem Scheitel p und der Ebene e und aus n diesem Strahlbüschel an-

gehörigen Strahlen

besteht, die (w — 1)- fache Bedingung s auf, dass diese n Strahlen in

irgend einem Strahle des Strahlbüschels coincidiren. Es handelt

sich zunächst darum, s durch die auf
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bezüglichen (^i — 1) - fachen Grundbedingungen auszudrücken. Dieses

gelingt durch die Formel für die Bedingung der Coincidenz zweier

sich schneidender Strahlen (§ 15, Formel 21), und durch das Verfahren

der symbolischen Multiplication. Bezeichnet f^- die einfache Be-

dingung, dass die beiden Strahlen </,• und g^ coincidiren, so ist

eik = 9i + 9k—p — e.

Da nun
S == fj2 • ^13 • ^14 • • • ^1 n

ist, so erhalten wir die gesuchte Formel für s aus

^ = {9i-^92-p- ß) {9i-\-9%-p-^)'"{9i+9n-p-e).

Um einen in den ^^ , g^-f-gn symmetrischen Ausdruck zu er-

zielen, führen wir die Multiplication der n—1 Faktoren derartig

aus, dass der entstehende Ausdruck nach steigenden Potenzen von

g^—p — e geordnet erscheint; dann kommt:

£ = an-i + «n-2 (^1 -P - e) -f- an-^ . (^1 -p-ef-\-..,

+ (^o(9i-p-ey~\
wo

S=l? ^l=92+9d + -"+9n,

und überhaupt «; gleich der Summe der sämmtlichen (n — 1)/ Pro-

ducte von je i verschiedenen der n—1 Symbole

921 9zy • • •9n

gesetzt ist. Nun aber ergiebt sich mit Benutzung der Incidenz-

formeln (§§ 7, 10, 11) für die Potenzen von gi—p — e Folgendes:

{9i-p-ef = {9ie+ 9ip)-9iip-{-e)-g,p-g^e+p^-j-2pe+ e^

= -9i(j> + e) + ^P^r

(9i -P - Gf = (^1 -p - e) {-9iP-9ie-\- 2pe)

= 2gipe ~ 2p^e — 2pe^ —pgu —P9ip — egu

- egip +p^gi + eVi + ^pc9i

= 2g^pe — 2p^e— 2pe^ — 2gu + 2peg^

= 2gipe— 2p^ — 2e^ — Ape — 2gu+ 2pegi

= 2.g,pe-2.pe,

{9i-p- ey == (^1 ~P - e) (2g,pe - 2^e)

= — 2peg^ — 2p^e — 2pe^ — 2g^p^e— 2g^pe^

-\-2(gu+ gip)pe— ^pegu
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= - 2'^{gxe-\-gip) + 2/e^i + 2pe^g^

= 0,

und überhaupt

(^1 —P" ^)'" "" ^ ^^^ ^^^ '^•

Substituirt man die erhaltenen Werthe der Potenzen von

gi—p — Gj so kommt:

S = («„_i -fö'l««-2) - (> + ß) («n-2 +^i««-3) + 2pC («„_3 +^i««-4)

— 2pe(a„_4+ ^la«-5)•

Hier ist aber jede der vier Klammern symmetrisch in den g^,

92, 9^y"-9n-, da immer
cCi-\-g^ai-i

die Summe der sämmtlichen fii Producte von je ^ verschiedenen der

n Symbole ^j, 92, '--gn wird. Setzt man daher immer für solche

Summe /3,-, so erhält man schliesslich die gesuchte Hauptformel:

1) S = ßn-l - (P + e) ßn-2 + 2 .2Wßn-S " 2 .p^ßn-^'

Speciell ergiebt sich für die Zahl derjenigen Gebilde T euies

dreistufigen Systems/ bei welchem die vier Strahlen g^^ g^, g^y ^4

zusammenfallen,

£ = {.9i9'>9z + 9i929^ + 9i9^9^ + 5'25'3</4)

-Ü^+ e)(^1^2+^1^3+^1^4+ Ö'2^4-^,r/4+ ^3^4)

+ 2.^96(^1 + ^, + ^3 4-^4)- 2.j^.

Aus 1) erhält man durch Multiplication mit den auf den Scheitel

p und die Ebene e des Strahlbüschels bezüglichen Bedingungen:

2) i)£ =i^^.-i - (/ 4-156) i3._2 + 2 .p^eßn-s - 2 ./e/3„_4,

3) e£ = e^n-i - (i^e + e') i3«_2 + 2pe'ßn-3 - 2 .pe'ßn-^,

4) i^^f =/^„_l - (2)^ +/e) ßn-2 + 2 ,feßn-sy

5) i^e^ =i)e^.-i - (i)'e +ile2) ßn-2 + 2 .i^^e^^n-s - 2 .p'e^ßn-4,

6) e^£ = e'/3._i - (j^c^ 4- 6^') ßn-2 4- 2 .pe'ßn-^,

7) p^E=p^ßn-l-P^Cßn-2,

8) i^£ =peßn-i -p'e'ßn-2 + 2 .p'e'ßn-s,

9) e^ s = e^ßn-l -pe'ßn-2,

10) p^eB^p^eßn-i-fe^ßn-2,

11) pe'£==pe'ßn-i-p'e'ßn-2,

12) p'e'£=p'e'ßn-i-

Um zweitens auch die auf den Coincidensstrahl bezüglichen Be-

dingungen auszudrücken, führen wir die folgenden Bezeichnungen

ein. Es bedeuten
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^123... «5 ^el23...n, ^ijl23...n, ^il23...n, G^123
. . . n

die Bedingungen, dass die n Strahlen g coincidiren und zugleich der

Coincidenzstrahl hemglich

eine gegebene Gerade schneide,

in einer gegebenen Ebene liege,

durch einen gegebenen Funld gehe,

in einem gegebenen Strahlbüschel liege

,

ein gegebener Strahl sei.

Die Formel für ^123 . . . „ erhält man durch Multiplication der

Formel 1 mit irgend welcher der n Bedingungen g^, g.^,...gn. Am
schnellsten gelangt man zum Ziele, wenn man die Formel, welche

die Symbole a enthält und der Formel 1 vorangestellt ist, mit g^

multiplicirt; dami ergiebt sich zunächst:

gin...n^giCCn-l+gi^(^n-2—VgiCCn-2 — eg^an-2

pg^^Un-s — eg^^an-s + 2 .peg^an-

4- 2 .peg^^an-4. ~ 2 .peg^cc^-i— 2 .peg^^an-6.

Hieraus folgt bei Anwendung der Incidenzformeln für Strahl

mit incidentem Punkte und incidenter Ebene (§§ 7, 10, 11):

^123.. . n = giCCn-l - (p^ + C^) a„_2 — (p^ + C^) g^Un-^ — 2,guan-.3

+ 2

.

guccn-3 + 2 . (i?^ + e^ -{-peyccns

-]-2.{p^-\-e^ -i-pe) g^ a„_4+ 2 . G^^ a«_4 — 2 . G^ Ku-a.

— 2 .p^e^-an-i — 2 .p^e'g^ an-5

= g^an-i — (i)^ -f e^) {cCn-2-h giCCn-s)

+ 2
. (p^ 4- e^ +pe) fe-s 4-^i0^«-4)

— 2 .p^e^ («71-4 H- gi «n-s).

Führt man jetzt wieder die Symbole ß ein, so erhält man
schliesslich

:

n)gus...n = ßn-(p' + e'^)ßn-2 + 2.{p^-\-e'+'^e)ßn-3-2.fe'^ßn-A.

Specialisirt man wieder, indem man n= 4 annimmt, so kommt:

5^1234 = ^1^2^3^4 - {P^ + e') {9l92 + ^1^3 + 5'l^4 + ^2^3 + ^2^4+ ^'3^4)

+ 2.(p'-j-e'-\-'pe)(g,+g,-]-gs-^gd-2.p'e\

Multiplicirt man Formel 13 mit j9, e, pe^ pe, so erhält man:

14) i;^i23 . ..n-pßn- (pHeH^^) ßn-2^2 .fe'ßn-Z-~2 .p^e^ßn-,,

15) ß5'i23.... = e^«-(i>'+ eH9^)^.-2+2.i)26%_3-2./e%_4,
16) pegi2z ...n=peßn —p^-e^ßn-2 + 2 .p^e''ßn-3y

1'?) pegm...n=peßn.
Schubert, Kalkül der abzählenden Geometrie. 17
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Die Formel für gei23...n erhält man nun am schnellsten, indem

man die Incidenzformel I des § 7 anwendet, also 4 von 14 sub-

trahirt; dann kommt:

Ebenso erhält man gp 123... n^ indem man 6 von 15 subtrahirt:

19) gpU3...n=eßn-e'ßn-i+{e'-p')ßn-2+2.p'eßr,-s-'2.p'e^~ßn-,.

Um gsi23...n ZU bestimmen, wenden wir die Incidenzformel

gs=peg — {p^-^e^-^pe) an und erhalten aus 16, 7, 8, 9:

20) gsi2s...n-peßn-{p^ + e^-^^)ßn-i+p'e'ßn-2. ^
Ebenso erhält man G123 ...n durch die Incidenzformel G=peg—p^e^

aus 17, 10, 11:

21) 6^123 .,.n =peßn -p^C^ßn-l + 2 .p'e'ßn-2.

Die Formel 18 multipliciren wir nun noch mit p und j)% die

Formel 19 mit e und e\ die Formel 21 mit ^9, e, pe-, dann be-

kommen wir:

22) pgel23 ...n =p' ßn -p'ßn-1 -pe'ßn-2 + 2 .pH^ßn-3,

23) P^gel23...n-p^ßn-p'e^ßn-2,

24) egp^23...n-e^ßn-e^ßn-i-p^eßn-2-\-2.p^e^ßn-3y

25) e^gp 123... n = e^ßn —p'^e^ßn-2y

26) pa,23...n-p'eßn-p'e'ßn-l,

27) eGu3...n=pe'ßn-p'e'ßn-i,

28) peGi23...n=p'e'ßn.

Die zwölf Formeln 13 und 18 bis 28 können dazu benutzt

werden, um umgekehrt die zwölf Bedingungen

p'e'ßn,pe'ßn,p'eßn, e'ßnyP'ßn, P^ßn, B^ ßny P^ ßn, poßn, eßn,pßn,ßn

durch Coincidemhedingungen allein auszudrücken. Der Kürze wegen

leisten wir dies nur für n = 5, da die Resultate für das allgemeine

n aus den Formeln für n = b ohne Schwierigkeit entnommen werden

können.

Formel 28 lässt sich für n = b schreiben wie folgt:

29) P^e^9i92939^9^. ==^^^12345-

Aus Formel 26 ergiebt sich mit 'Benutzung von 29:

30) p^ eg^g^g^g^gr^ =-p (^12345+P ^ (^1234+ 6^1235+ ^1245+ <^i345+ ^2345)-

Ebenso:

31) pe^9^g2939^9h = ^^12345 +i^e (6^1234+^1235+ ^1245+ ^1345+^2345)-

Aus Formel 23 entnehmen wir:
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P^9i0-29zg^9^. =pV«i2345 +/e2 {g^g.g^ -\- g^g.,g^ + ...).

woraus mit Benutzung von 29 folgt:

32) P^gig2gB9i96 -P^9el2U5 +pe (G^2B + ^124+ ^125 + •..)•

Analog

:

33) e^9i929s94.95 = e^9pi2Bi5 +pe (^123 + ^^124 + .-•)•

Aus 21 schliessen wir zunächst:

pe9i929B9^96 = ^12345+ (p^e-^pe^) {g^g^g^g^-\- ...)-2 .jfe^ (g.g^g,+ • • •

)

= Ö^12345+P(<^1234-f-.-)+ H<^1234 4-...) + 4i>K<^123 + .-.)

also

34) peg,g2939^96 = ^^12345 + (P + ß) (^1234+ ^1235 + • • •

)

+ 2. i)e(G^,,3 + G^,24 + ...)•

Aus 21 entnehmen wir mit Benutzung von 32, 31, 29:

P^9i929b9a96 =P9el23i5+/ (9el2U+9el236+ .'') + 3 .pe {G^.^ + ^13+ • • •)

j^e(G,,,-^..)^-?>.pe{G,,-\-...)-2pe(G,,-\-..),

also

35) P^ffldigsdiffb '=Pff<! 12316 + J5^ iOe 1234+ ffensö + . )
+ e{G,,, + &,,,+ ...)

Dem entspricht dual:

36) e^gigiffsdiffi = «^i. 12345+ e^ (5'?. 1234 +£',,1235 + • • •)

+i'(Gi23 + Gm+ ---)

+ 4.pe {&,, + &,, + ...).

Aus 20 folgt mit Benutzung von 32, 33, 34, 30, 31:

peikgAgig^ = ^7*12345

+

{p^+e'+pe) ig^g^g^gi+) -fe' {g^g-ig^+ ...)

= S'»12345+i'^(5'«1234+ ...) + «^(ö'i'1234+.--) + (Öi2S4+ ---)

+ 3._pe(G., + ...) + 3.pe((?,, + ...)

+ 2.(p+ e)((?.23 + --)+ 6-i'«(G'i2 + "-)

-i'((?m + --)-«(<?m + "-)-6i'e(öi2 + ---),

also:

37) pc9i92939i96 = 9s 12345 +i)^ (^. 1234 +...) + e\gp 1234+ . .
.

)

+ (^1234+ ...) + (i' + ^)(^123 + ...)

Aus 18 folgt mit Benutzung von 35, 32, 33, 31, 29:

P9l929394.9t, = ^«12345 +i?^ {9l929B9i +...) + ß^ (^1Ö'2^3 + • • •

)

-/ i9i929B + •••)- 2.pe^ (g^g^ + • • •

)

+ 2pV(^,+^, + ...)

17*
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= (/«12345+ [P iOe 1234+.) + 2 .p^ {gens+ )

+ [(^{9pi2, + ..-) + 6pe{Gt + ...)]

-[p\9pi2, + ...) + Qpe{G, + ...)]

-2.[e((?„ + ...) + 4f.e(Gi + ...)]

+ [2.pe{G, + ...)],

also

38) P9i929ä9^95 = ^^12345 -\-p {9e 1234 + • • • ) +P^ (^. 123 + • • • )

+ e^5'i>i23 4-...) + H^i2 + ...)

+ 10.pe{a,-\-...).

Dieser Formel entspriclit dual:

39) 6919^9^9^9^ = 9p 12345 + e (^^ 1234+ ...) + ^^
(^i> 123 + •••

)

4-p'(^.i23 + ...)+i^(ö^i2 + ...)

+ 10i9e((^i + ...).

Endlich ergiebt sich aus 13 mit Benutzung von 35, 36, 32,

33, 34, 30, 31:

^1^2^3^4^5 =^12345+/ (^1^2^3 + . . + ^' (^'10^2^3+ • • - 2 ./ (^^^^

-2,e\9,92 + '-)-^'P^i9i92 + "')

= ^12345+[P(^«123H-...) + 3./(^.12 + ...)+6.6(6^1 + ...)

+ 40i)362] + [e(^^i23 + ...) + 3.e'(^^i2 + ..-)

+ 6.p(G, + ...)-^4.0p'e']-2.[p\9ei2 + ^:)

+ 10pV]-2.[e2(^^i2+ ...)+ lV^']-2.(^i2 + ..)

+ 4jo(G^, + ...)4-4e((^i + ...) + 20i)V]

+ 2.[i9(G^i + ...) + 5/^'] + 2.[K6^i + ...)+ 5i)V],

also

40)^1^2Ö'3^45'5=^12345+P(^^123 + ...) + e(^i.l23 4-...)+i^'(^^12 + ...)

+ e^(^pl2 + ...)-2.(^12 + ...)

+ 20jp3el

Um besser erkennen zu können, wie sich diese Formeln ge-

stalten, wenn n noch kleiner als 5 ist, denken wir uns, wo es

nöthig ist, die Symbole P9e, p^9e, e9p, e^9p, Gy p(^> ^^1 P^^ ge-

mäss den Incidenzformeln ersetzt durch

p'9-p% P'9, e^9-e\ e'9, 7^9 -f^\ p'e9-p'e% pe'9-p'e\ p'e'9.

Z. B. werden die zwölf Formeln 29 bis 40 für n = 3:

29) p^ e^9192^3 =P^e^9i25i

30) p'e9,9,9, -=pG^^^ +p'e' {912 + 9i3 + ^23);

31) pe^9i9293 -eG-i2s+P^^\9i2+9i3+92B)^

32) p'9i929, -p'9i23+P'^'(9i+92+93)>
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33) e^9,9^9^ = e^9i2^ +/ß' (^i + 5^2 + ^'s);

34) P^9l9293 = ^123 +P (^12 + 0^13 + 6^23) + 6 (G,, + G;, + 6^23)

+ 2ye'{9,+9,-\-9,),

35) p'9i929s -P9ei23 +/(5'i2+ ^13 +^23) + e (^1 + ^2+ G,)+4.p'e\

36) ßVl^2^3 = ^.9'i^l23+ e'(^12+^13'+^23)+P(^l+^2+ Ö^3) + 4.i^'ß',

37) peg^g^9^ = ^.123 +i^' (^12 + 9n + ^23) + «^ (^12 + ^13 + ^23)

+ {G,, + 6^13 + 0^23) +JP (^1 + ^2 + ^3)

+ K^i + ^2 + ^3) + 6./^%

38) i)^iö'2^3 = ^«123 +i) (^«12 + ^. 13 + ^«23) +i?^ {9l + 5^2 + ^3)

+ 6^5^14-^2+^3)+/^;

39) 69^9293 = 9pm + e (^^12 + ^i,i3 + Ä>23) + e^ (9i + ^2 + ^3)

+i>'(^i+ö'2+^3)+i^6';

40) 9l9293=9l23 +P (9el+9e2 +ge2)+ e(9pi-\-9p2 +9p3)

_|_^3_|_g3_2.pe.

Um die üebertragung dieser Formeln für jeden beliebigen Wertb

von n zu zeigen, schreiben wir noch die Formeln 35 und 40 für

n = l:

35) P^9i929z9i9b9&9i =P9ei2im'i+/ (^'123456 + ^123457 + • • •

)

+ 6 (^12345 + ^12346 + • • • j

4- 4./e^ (^1234+ ^1235 + •••);

40) 9i929z9^9h9Q9'i = ^1234567 +1^ (^^12345 + ^.12346 + .
.

•

)

+ e(^^12345+ ...)+i^^(^1234+^1235+---)

+ ß'(^234+---)

-2.^(^1234+ ^1235+ •••)

+ 20 .iJ^e^ ( <7i23 + ö'm + ^125 + • • • )•

Hiernach lassen sich nun auch die in den Formeln 1 bis 12

ausgedrückten Coincidenzbedingungen durch die übrigen, auf den

Coincidenzstrahl bezüglichen Bedingungen ausdrücken. Dadurch

erhält man Formeln, die den Formeln 19 bis 24 des § 34 analog

sind, aber hier übergangen werden sollen.

Die Formeln 29 bis 40 werden uns im VI. Abschnitt gute

Dienste leisten, nämlich bei der Charakteristikentheorie des Gebildes,

welches aus n in einem Strahlbüschel liegenden Strahlen besteht

(§ 44).

Die Formeln 1 bis 28 dagegen werden wir schon im nächsten

Paragraphen benutzen, um' gewisse Singularitätenzahlen des Com-

plexes w*^" Grades zu berechnen.
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§ 36.

Singularitäten des allgemeinen Strahlencomplexes (Lit. 49).

In § 33 ist gezeigt, dass allein aus der Definition der Fläche

n**'" Grades als einer Gesammtlieit von oo^ Punkten, die auf jeder

Geraden n Punkte besitzt, mit Hilfe der Coincidenzformeln alle

Zahlen abgeleitet werden können, welche sich auf die mehrpunktigen

und mehrfachen Tangenten beziehen. Hier wollen wir das Analoge

für den Strahlencomplex n^^« Grades Cn ableiten, wobei wir theil-

weise die in § 35 entwickelten Formeln benutzen können.

Der Complex Cn besitzt nämlich, seiner Definition gemäss, auf

jedem der cx)^ Strahlhüschel des Raumes n Strahlen, ist also ein

specielles fünfstufiges System, erzeugt von dem in § 35 behandelten

Gebilde. Wir sagen nun, dass ein Strahlbüschel den Complex in

dem Coincidenzstrahle hi i-strahlig 'berührt, wenn von den n dem
Strahlbüschel und dem Complexe gemeinsamen Strahlen i Strahlen

in hi vereinigt liegen. Demgemäss können die Aufgaben, die wir

uns hier stellen, so ausgesprochen werden:

„Alle Zahlen su bestimmen, welche sich beziehen auf die den

Complex Cn in einem oder mehr Berührungsstrahlen zwei- oder mehr-

strahlig berührenden Strahlbüschel, auf deren Berührungsstrahlen und
auf deren sonstige ComplexstrahlenJ'

Zu diesen Anzahlen können wir auf zwei Wegen gelangen. Bei

dem directen Wege multipliciren wir die Coincidenzbedingungen mit

einander, analog wie in § 33, und stellen so die gesuchten An-
zahlen direct als Functionen gewisser Stammzahlen dar, deren

Werthe dann aus der Definition des Complexes entnommen werden.

Die indirecte Methode findet aus der Definition des Complexes zu-

nächst nur die Anzahlen für die go^ zweistrahlig berührenden

Strahlbüschel, bestimmt dann aus diesen Anzahlen diejenigen, welche

sich auf die in dreistufiger Mannichfaltigkeit vorhandenen berühren-

den Strahlbüschel beziehen u. s. w., und steigt so allmählich auf bis

zu den in endlicher Anzahl vorhandenen, z. B. den sechsstrahlig be-

rührenden Strahlbüscheln.

Wir bezeichnen mit F das Gebilde, welches aus einem Strahl-

büschel mit dem Scheitel p, der Ebene e und aus n in diesem

Strahlbüschel befindlichen, dem Complexe Cn angehörigen Strah-

len besteht. Hinsichtlich der Bezeichnung der Coincidenzbeding-

ungen setzen wir, analog wie in § 33," Folgendes fest. Es bedeute

^iikH...hn} WO i^j 4, ^3,... grösser als 1 sind,
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dk Bedingung, dass ein Gebilde F von seinen n Strahlen im ersten

StraJde i„ im zweiten Strahle i^,..., im m''^ Strahle im Strahlen ver-

einigt. Dasselbe Symbol bedeute auch jedes diese Bedingung erfüllende

Gebilde T; z. B. bezeichnet % sowohl ein Gebilde T, auf welchem

von den n Strahlen in einem Strahle vier, in einem anderen Strahle

drei coincidiren, wie auch die fünffache Bedingung, welche ein P

dadurch erfüllt, dass bei ihm solche Coincidenzen stattfinden. Hier-

nach lassen sich die folgenden Bedingungen £ aufstellen:

1) einfache: £37

2) zweifache: %, £22?

3) dreifache: £4, %, «2225

4) vierfache: £5, £42, £33, £322? ^2222?

5) fünffache: £^5, £52, £43, «422? ^332? ^3222? ^22222-

Wenn bei einem £ nur ein Strahl vorhanden ist, in welchem

i Strahlen coincidiren, so bezeichnen wir ihn mit /i/, wenn zwei

vorhanden sind, bezeichnen wir den einen mit hj den anderen mit

Ir wenn drei vorhanden sind, so soll der eine hj der zweite liy der

dritte nii heissen-, beispielsweise bedeutet also:

1. £4i?/i4 die fünffache Bedingung, dass bei einem Gebilde T,

dessen Scheitel auf einer gegebenen Ebene liegt, vier Strah-

len coincidiren und dass zugleich der Coincidenzstrahl eine

gegebene Gerade schneide;

2. £222^2^2 die fünffache Bedingung, dass bei einem Gebilde T
dreimal zwei Strahlen coincidiren und dass unter den drei

Coincidenzstrahlen zwei sind, deren jeder eine gegebene

Gerade schneide;

3. £33/^3/^2 die fünffache Bedingung, dass auf einem Gebilde F

in einem Strahle drei Strahlen, in einem anderen zwei

Strahlen coincidiren und dass jeder der beiden Coincidenz-

strahlen eine gegebene Gerade schneide.

Zur Berechnung legen wir uns, der besseren Uebersicht wegen,

nur diejenigen Symbole £ vor, welche die einfachen Grundbeding-

ungen ihrer Coincidenzstrahlen enthalten, weil aus ihnen alle anderen

"durch die Incidenzformeln (§ 11, Nr. 5, a, b, c, d) gewonnen wer-

den können, nämlich:

he=ph-p\
hp==eh — e\

hs=peh —p^ — e^ —pe,

H=peh —p^e —pe^.
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Ferner führen wir von zwei sich dual entsprechenden Sym-

bolen immer nur das eine an.
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1) n.(p-{-e) £^ = g£iP = 4 . e^ph^+ 1 • hPKj
oder

€^1)\ = n O'f^ +pe£^ - 4 . s^p\',

2) n .(j) + e) s^^\ = ^^32^3 = 3 . s^.Ji^^+ 2 . s^^\h^ + 1 . £32/^3/^1

= 3 . %/j3e+ 3 . f32fej9 + 2 . B^2W + 1 • ^32^h\
= 3 . £^2P\ ~ 3

. f32i)^ 4- 3 .
£^2^h^ ~ 3 . £336^

+ 2.£32/^3/i2+l-f32^3^U
oder

^32^3^1 = ^ • (%2i^^3 + f32ß^3) " 3 • h^Ph — 3 • £32^^

H-O.fggP +^«%2^ '=^*^32%^27

3) w . (p + e) f5 =^f5 = 5 . £5/^5 + 1 . s^\,

oder

£57il = W.(i)£5 + e£5)-5.£5/i5.

Die eben bewiesene Hilfsformel liefert auch ohne Schwierig-

keit die Werthe der Stammzahlen, auf welche man bei der directen

Berechnung alle Zahlen s zurückführen kann. Bezeichnet man näm-
lich von den n Strahlen des Gebildes F irgend einen mit g^, einen

zweiten mit g^, einen dritten mit g^ und so fort bis gn, so kann
man alle Zahlen s schliesslich durch die folgenden acht Stamm-
zahlen ausdrücken:

P'e% p'eg,, p^g.g,, Peg,g2, ^^1^2^35

p^Qig^g^, pgi92gs94.> ^i^2^3^45'5?

wobei immer von zwei sich dual entsprechenden nur die eine ge-

schrieben ist. Man ersieht aus der Definition des Complexes zu-

nächst unmittelbar die Werthe der folgenden Symbole:

1)V=1, P^gip = 0, p>'9ie= 0, peg^e-n, p^gu = 0,

pegis= n, pG^ = o^ pgipg2p--n% pgipg2e = n\

pgug2e= n^y gug2p= n^

und die Werthe der dazu reciproken Symbole.

Hieraus folgt nach und nach durch die obige Hilfsformel:

p^eg^ = n, fg^g^ = n^, 'peg^g^ =-2.n{n-l\
P^9ipg2 = ^^ P^gieg2 =< Pegieg2 = 2n^-- n, p>gug2 = n\

i^Vi^2^3 = 4>i8 - 6< peg^g^g^ ^6n^- 12n^ 4- 4:n,

Pgipg293 = 3 w^ - 4:n\ pgug2gz = 3>^3 - 4^2,

gug2eg3 = 2n^-2n\ gieg2pg3 = 2n^-2n% gug2g3=^n^-2n%
P^i5'2^3^4 -= lOn^ - 36n3 + 28n\

5'u^2^3^4=6w*-18w3-f 10<
^i^2^3^4^5 = 20^5 - 120n* -f 200^3 - 80n^
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Unsere acht Stammzahlen haben daher , ivenn von i Strahlen die

Bede ist, die folgenden Werthe:

I) p^e^ = n{n-l)...{n-i-\-\),

11) i)^eg^=^n{n—l)..,{n — i-]-l\

in) fg,y,-n\n--2),.,{n-i-\-l\

IV) ^eg^g^ = 2.n{n-l){n-2)...(n-~-i-^\\

V) -fg.g.g, = 2^^ (2n - 3) (^ - 3) . . .
(n - i+ 1),

VI) peg^929z = 2n {?>n^ - 6n + 2) (^ - 3) . .
.
(n ^ ^+ 1),

VII) l^g,g,g,g^= 2>^' (5^^ - 18n + 14) (n - 4) . .
. (^ - ^ + 1),

VIII) g,g,g,g,g,-=20n'{n-2){n'-A:n-\-2){n-b)...{n-i-^l).

Wir gehen nun zur Berechnung der 43 oben zusammenge-

stellten, die Bedingungen £ enthaltenden Symbole über. Zunächst

ergeben sich die Werthe derjenigen 13 Symbole, welche

^6

enthalten, ohne Weiteres, wenn man die Werthe der acht Stamm-

zahlen in die Formeln 1 bis 28 des § 35 einsetzt-, nämlich:

1) B^P^e=/e (^1 + ^2) --i>'ß' = w (n - 1) -f n {n ~l)-n{n- 1)

= n(n — 1),

2) £^fh^=fg^g^-p^e^ = n''-n{n-l) = n,

3) S2peh,=^eg^g2 = 2n(n-1\

4) £,p^==3.p'g,g,-^yeg, = 3.n\n-2)-3.n{n-l)(n-2)

= 3^(n-2),

5) E,pe = 3 .^eg,g, - 3 .p^eg^ - Spe^g, + 2 .p'e^

= 3.2n(n-l)(n--2)-6.n{n-l)(n--2)+ 2n{n-l)(n-2)

= 2.n(n~l)ln~-2\

6) syh ^p'gig^g. - ^ -p'^'^i + ^p'^' = ^^' (2^- 3)

- 6w (w - 1) (w - 2) + 2n (n - 1) (^- 2)

= 2w(3n-4),

7) £3i9e/^3 =peg,g,g, - 3 ./e^^/i -f 2 .i^^e^ = 2n (3l^^ - 6n + 2)

-6w(>^--l)(n- 2) + 2.^(^^-1)0* -2)

= 2n{n^-2\

13) f^p' = 4 -p'g.g^g, - 6 . (/ +i>'e) ^^^^ + s .pHg,

= 4.2w2(2^-3)(n-3)-6.n2(n-2)(n-3)
- 6^X^-2) (^^-3)-6.2*^ (n-1) (n-2) (w-3)

+ 8.n(w-l)(w-2)(w-3)
= 4w(n-3)(3^-2),



Die mehrfachen Coincidenzen. 267

14) e^e= A .pep^g^g^ - 6 . {p^e ^pe") g^g., + 8 .p^e^g^ - 2 .p^e^

= 4.2w(3^^2-6w + 2)(^^-3)-12.l^2(>^-2)(w-3)

-12.2w(w-l)(w-2)(w-3)
+ 1 6 . w (n - 1) 0^ - 2) (?i - 3)

-2.n{n-l){n-2){n-?>)
= 2w(w-3)(w3 + 3n-2),

15) e^ph^ =-Pffi92939i - ^ (P^ +pe^) 9i92 + 8 . p^e^g^ - 2 -i/e^

= 2^2 (6n^ - 18w + 14) - 12 . n^ (n - 2) (n- 3)

- 6 . 2w (n - 1) (w - 2) (n - 3)

+ 16 . w (w - 1 )
(w - 2) (w - 3)

- 2 . :^ (^ - 1) (w - 2) (^ - 3)

25) hP-=^'P9i929,9A-'^0.(jp''-{-pe)g,g,g^+ 20.p''eg,g,--10p^eg^

= ö.2n\6n^-18n+U){n-4)
-10.2w2(2^-3)(w-3)(n-4)
-10.2w(3l^2-6w+ 2)(?^-3)(n-4)

+ 20 . n^ (n- 2) (w- 3) {n - 4)

+ 20.2>^(n-l)(w-2)(n-3)(w-4)
-10^(w-l)(^^-2)(n-3)(w-4)

= 10*^(n-4)(*^+ 2)(2n~-3),

26) ^5/^5 == g^g^g^g^gr,- 10 (i?^ -f e'^g^g^g^ + 20 (>^+ e' +i?e) ^^ </,

— 10j)^e^^i

= 20w2(w-2)(n2-4w+2)-20.2w2^2n-3)(w-3)(w-4)

+ 40w2(t^-2)(^-3)(w-4)

+ 20.2.w(w-l)(w-2)(w-3)(n-4)
-20.w(n-l)(w-2)(?^-3)(w-4)

= 20^(7^2_3Q^_^ 24),

37) £, = ^'9i9,9z9^9^ --lb{p -j^)g,g,g^,g^+ 20 . 2 .peg,g,g^

— 15.2 peg^g^

= 6.20n^{7i-2)(n^-An+ 2)(n-6)

-30.2^^2(5>^2_l8l^+ 14)(w-4)(w-5)

+ 40.2w(3?^2-6^+2)(w-3)(^-4)(w-5)
-30.2w(w-l)(w-2)(w-3)(^^-4)(w-5)

= 20w(l^- 5) (17^2-50^+ 24).

Die übrigen 30 Symbole £ erhält man entweder auch direct

aus den Stammzahlen durch Zusammensetzung von Coincidenz-

bedingungen nach dem Vorbilde des § 33 oder durch allmähliche

Ableitung aus schon berechneten Anzahlen. Beide Arten der Ab-
leitung zeigen die folgenden Beispiele.



268 Fünfter Abschnitt.

1. Wir erhalten f22222 direct als Function der StammzaUen durch

die Gleichung:

5!^22222 = (^l+^2-JP-e)(^3+^4-i'-e)(^5+^6-i^-ß)(^7+^8-p-0

woraus folgt:

5!%222==5o-2'.^iö'2^3^4Ö'5-5i.2*(i)+ e)^i(5f,^3(7,+ 5,.23(i)+e)'^iö'2^s

= (n-5) (w-6) (n-1) (n-S) (n-9) . [32 . 20 . n\n-2) (n^-in-^2)

-d,16.2.2n\bn^-lSn+U)(n-4)

+ 10.8.2.2w2(2w-3)(n-3)(»^-4)

+ 10. 8. 2. 2^(3^2- 6w+ 2)(n- 3) (w-4)

-10.4.8w2(w-2)(w~3)(n-4)
-10.4.6.2w(n-l)(w-2)(w-3)(n-4)

+ 5.2.20.^(n-l)(w-2)(w-3)(»^-4)

-20,7t(n-l){n-2)(n-3){n-4)]
= 20l^(w-5)(n-6)(?^-7)(n-8)(w-9)(w^+6»^3+3>^2-50n+24),

oder

^22222
= M'^-b){n-6)(n-l){n~8){n-9){n-2){n^+Sn^+19n-12).

Dies ist also die Änmhl derjenigen Strahlbüsehel des Raumes^

welche einen gegebenen Liniencomplex n'^" Grades fünfmal zweipunktig

herührm, d. h. hei denen fünf Strahlen existiren, deren jeder zwei Com-

plexstrahlen in sich vereinigt, oder noch anders ausgedrückt, die An-

zahl derjenigen Ebenen , auf denen die Strahlen eines Complexes n*'"'

Grades eine Curve mit einem fünffachen FunTcte einhüllen.

2. Um p^So,2 direct zu bestimmen, haben wir aus § 35 For-

mel 1 für n = 2 und für w = 3 zu specialisiren, dann die beiden For-

meln mit einander und das Product mit %i^ zu multipliciren-, dann

kommt:

P^h2= 6 -P^9i929,
- 9 . G)' -{-P'e)g,g,+ 10 .feg, -f 3 .pH'g, - 2 ./e^

woraus man nach Einsetzung der Stammzahlen erhält:

y£32= 2w(n-3)(w-4)(n2+ 6w-4).

3. Um £32^/^2 indirect zu berechnen, führen wir dieses Symbol

auf die «22 enthaltenden zurück 5 dann hat man:

,eh, = £22 [eh k (^- 4)+ eh,\ - {e% +peh,) (n- 4)]

==£^^[e\l^ln-A)-}-n.e\(jp+ e)-2.(eh2e + eh2p)~2.ehJ^

-(e'h,+peh,)(n-A)]

= 2n.(n-A){2n^+ 4n^-lSn-6).

.320/^2
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4. Das Symbol s^.^ bestimmt man aus den fgaa enthaltenden

Symbolen durch die Formel:

«43= «322h + «322K - 2 (p+ ß) £322

= 4w(w-5)(n-6)(w^+ 8n3+ 67w2- 250^+ 320).

5. Das Symbol ps^ bestimmt sich aus:

pe,=ps,,Ji,-{-pe,,h,-(p'+pe)e,,= 10n(n-4:)(n+ 2)(2n-3).

6. Das Symbol s^ erhält man schnell sowohl aus:

wie auch aus:

«6= «33^^3+ «33^^3-2.(i)+ e)^33= 20.K>^^5)(17l^2-50l^+ 24).

Hiernach hat der Verfasser mit vielen Bestätigungen die in

der folgenden Tabelle zusammengestellten Werthe der 43 s ent-

haltenden Symbole gefunden.

Tabelle der Werthe der 43 e.

1) S2P^e= n{n— l)j

2) 8^p^\ = nj

3) s^pe\ = 2,n(ii—l)'^

4) £3/==3.w(w-2),

5) s^pe= 2.n{n—l){n— 2\

6) f3jo2/^3 = 2.>^(3w-4),

7) E^pe\ = 2.n{n^-2)',

8) ^22^ = 4.w(>^-2)(l^-3)(n+ 3),

9) B^^^e= n{n-l){n-2){n-^),

10) s^^p'\ = 2n(n-^){n^+ 2n-4.),

11) £22i^e/i2 = 2w(7^-3)(2n2-n-2),

12) s^^pW = 2n{2n^-2n^-^n-\-Q)',

13) £4P^ = 4w(w-3)(3w-2),

14) fj9e = 2w(w-3)(w2_^3w-2),

15) fJ9/^4= 2n(6M2-llw-6)•,

16) £.2/ = 2>^(w-3)(w-4)(>^H6w-4),

17) £32i9e = 2n(n-3)(w-4)(2w2^3w-2),

18) «32^5/^3 = 2w (w- 4) {n^+ 6^2- 15w - 6),

19) £32i)/^2-2w(w-4)(2>^»+ 4w2-13w-6),

20) f32/i3/i2 = 4n(w*-w8+ w^-50rj+ 72)5

21) «222i^'
= l^(^^-3)(t^-4)(M-5)(w2+ 3w-2),

22) £222Pe = iw(^-3)(w-4)(n-5)(3w2_|_3^_2)^

23) f222i5/i2= >*(^-4)(^-5)(3^3+ 4w2-17w-6),
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24) 8,,,\l,^4:n(n-6)(2n^-2n^-9n^-3Sn + 12y,

25) e^p=10n(n-4)(n-}-2)(2n-d),

26) Sr,hr, = 20n(ln''-30n+ 24);

27) E^p = 2n(n-A)(n~b){n^-}-Un^-n-30),

28) f^/i4= 4w(w-5) (6^+13^2- 138*1+ 120),

29) £43/^2 = 4w(l^-5) (V+4nH 15n2- 138W+ 120);

30) £33i9
= 7i(n- 4) (w- 5) (2wH 12^2+ w~ 30)

,

31) f33/^3 = 4n(n-5)(n*+ 2w^+19n2- 142^4-120);

32) «322^ = n{n-4) (n -b)(n- 6) (3n^ -^16n^-6n- 30),

33) f322/^3 = 2w(w-5)(n-6)(n*+ 8>^^-3w2_l3o^,+ 120),

34) f322^2 = 4^(w-5)(n-6)(2^^+ 6n3-w2_i30n+ 120)-,

35) f22222^ = TV^(^-4)(^-5)0^-6)(^-7)(5nH 18^^-97^-30),

36) 8.,,,,h^=^in{n--b){n-6){n-l)(ßn^+Sn'-lW'-122n-\-120)',

37) £, = 20>^ (n - 5) (17>i2_ 50^+ 24);

38) f52 = 20n(w-5)(w-6)(2^^+ 13^2-50^^+ 24);

39) £,3 = 4n(^-5)(n-6)(n^+ 8#+ 67^2_250n+120);

40) £422 = 2*<w-5)0^-6)(n-7)(nH 18^^+47^2-250^+120);

41) £332 = 2n(n-5)(^-6)()^-7)(2i^*+16n^+49n2_250^+120);

42) s,,,,=^in(n-b){n-6)(n-l)(n-8)(^n^+ 2An^+ 31n'

-250W+ 120);

43) f22222 = i^(^-5)(n-6)(n-7)(^-8)(n-9)(n-2)(>^^+ 8n2

+ 19^-12).

Aus diesen Werthen können die Werthe derjenigen Symbole,

welche vielfache, auf den Coincidenzstrahl h bezügliche Bedingungen

enthalten, leicht durch die Incidenzformeln bestimmt werden; näm-

lich: ^
44) £3/^3^ = hP^h- hP^h - he% -Bspeh^=^. n,

^

45) £22^25= h^P^K — 2 . H^f— 2 . £22^^— 2
. £22^^^

= 2.7^(7^-3)(7^+ 2),

46) £j^4^ = £4(e/i4-e2)=^w(lln-18),

47) £32/^3^ = £32 (6^3- e^= 2w (n- 4) (3>^2+ 7 w- 18),

48) £32/^2^ = £32(eA2-^') = 2^H^-4)(n3+ ^^'+ 9^-- 18),

49) £222 ^2^ -- f222 (^^^2- 3 . e'O = ^ (^- 4) (w- 5) {w'+ 4^^^ 5w- 18).

Die wichtigsten der Zahlen, welche durch unsere Symbole £2,

£3, £22, £4, £32, «222 dargestellt werden, sind seit den liniengeome-

trischen Untersuchungen von Plücker, Klein und Voss bekannt.

Dagegen sind die Werthe der £5, £42, £33? ^322; ^22227 ^6; ^52? %>

«422J %32; ^2225 «22222 enthaltenden Symbole vom Verfasser zuerst
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berechnet und zwar in seinen „Singularitäten des Complexes"

(Math. Ann. Bd. 12 pag. 202) [Lit. 49]. Wir stellen die von Voss

in den Math. Ann. Bd. 9 pag. 55 bis 162 algebraisch berechneten

Symbole £ hier zusammen mit Angabe der Seiten, auf denen sie

dort zu finden sind.

1) ^3/^3« = 4. >^ (pag. 63), d. h. durch jeden Complexstrahl gehen

vier Wendeebenen (das liniengeometrische Analogon der zwei in

jedem Punkte einer Fläche berührenden Haupttangenten);

2) £^e = 2,n{n-l){n-2) [pag. 72];

3) f3 e/i. = n . (3n- 2) [pag. 72]

;

4) 8^ehp = n.(ßn— 2) [pag. 73];

5) £4_p^ = 4.n(9^ — 3) (3n — 2) [pag. 74], dies ist nämlich die

Ordnung der Fläche der Scheitel aller derjenigen Complexkegel,

die ündulationskanten besitzen;

6) £4/^4^ = 2.^(11^-18) [pag. 74];

7) £ji2s = 2 .n{n+ 2){n-~?,) [pag. 75];

8) s^^pe= n{n—l){n— 2)(n-?>) [pag. 75].

Die Singularitäten der sogenannten Plüclcer'sehen Complcxfläclie

(Lit. 49) sind durch diejenigen unserer Symbole ausgedrückt, welche

die Bedingung e^ enthalten. Wir lassen die wichtigsten hier folgen:

9) £2_pV = 2n(9^-l) [Voss, pag. 139];

10) e^pe^^n{n-2){2n+ l) [pag. 139];

11) s.,^pe^ = :^n{n-2){n-?>){^n-\-l) [pag. 139];

12) 8^e^ = 4.n{n-^)(?>n-2) [pag. 141], dies ist die Zahl der

stationären Ptmkte der BüclcJcehrcurve

;

13) f32e2 = 2l^(^-3)(n-4)(w2+ 6n-4) [pag. 76 und 141];

14) e,,^e' = In (n- 3) (w -4) (n -b)(n'-]-3n-2) [pag. 76 u. 141].

Mit den in diesen Paragraphen erörterten Hilfsmitteln kann

man auch leicht zu den Anzahlen für die Singularitäten der so-

genannten singulären Fläche des Complexes gelangen, d. h. der

Fläche der Scheitel aller mit JDoppelkanten behafteten Complexkegel;

gerade so, wie wir in § 33 zu denjenigen Anzahlen gelangen konn-

ten, welche sich auf den zweistufigen Ort der Tangentialebenen be-

ziehen.

Schliesslich machen wir noch darauf aufmerksam, dass die acht

Stammzahlen (pag. 2QQ) für i = n—l nicht mdl werden, woraus
man schliessen kann, dass der Complex ^*^^ Grades co*— ' Strahl-

büschel enthält, welche ganz in ihm liegen^ d. h. deren sämmtUche
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Strahlen dem Complexe angehören. Gerade so ergaben die Stamm-

zahlen des § 33 die Anzahlen für die ganz in einer Fläche liegen-

den Geraden; z. B. ergab dort (pag. 236) die Formel:

PiP2P3Pi = 2n* — 6 n^ + 3 n^

für w = 3, dass die Fläche dritten Grades 27 Gerade enthält, weil

eine Gerade, welche eine Fläche dritten Grades in vier verschiede-

nen Punkten schneiden soll, nach dem Princip von der Erhaltung

der Anzahl ihre sämmtlichen Punkte mit der Fläche dritten Grades

gemein haben muss. Ebenso können wir bei einem Complexe i^^""

Grades, welcher in einem Strahlbüschel i-{-l Strahlen besitzii, den

Schluss ziehen, dass die sämfntUchen Strahlen dieses Strahlhiischels

dem Complexe angehören. Demgemäss erhalten wir aus unseren acht

Stammzahlen die folgenden Resultate:

1. p^g^gi^n^ giebt für w=l den Werth 1; folglich ist bei

einem linearen Complexe jeder Punkt des Raumes Scheitel eines

einzigen Strahlbüschels, dessen sämmtliche Strahlen Complexstrah-

len sind.

2. i92^l^2^3
= 2l^2(2w-3) giebt für n = 2 den Werth 8; folg-

lich wird bei einem Complexe zweiten Grades eine Fläche achter

Ordnung von den Scheiteln aller derjenigen Strahlbüschel gebildet,

deren sämmtliche Strahlen Complexstrahlen sind. Es ist diese

Fläche die doppelt gezählte sogenannte Kummer^sche Fläche j doppelt

gezählt, weil jeder ihrer Punkte Scheitel zweier in dem Complexe

liegender Strahlbüschel ist.

3. pegig.^gs=-2n(ßn^-6n+'2) giebt für n = 2 den Werth 8;

folglich wird eine Baumcurve achter Ordnung von den Scheiteln aller

derjenigen Strahlhüschel gebildet, die ganz in dem Complexe zweiten

Grades liegen und dabei ihre Ebene durch einen gegebenen Funkt

schicken.

L pg^g^g^g^= 2n^(bn^--^l^n-]-U) giebt für w==3 den Werth

90; folglich wird bei einem Complexe dritten Grades eine Baumcurve

neunzigster Ordnung von den Scheiteln aller derjenigen StrahlbüscJiel

gebildet^ deren sämmtliche Strahlen Complexstrahlen sind. Dieses Re-

sultat findet auch Voss (Math. Ann. Bd. 9 pag. 158).

5. g^g.g^g^g^ = 20n^ {n - 2) (n^ -4.n-{-2) giebt für w = 4 den

Werth 1280; folglich giebt es 1280 Strahlbüschel, deren sämmtliche

Strahlen einem gegebenen Complexe vierten Grades angehören. Dieses

liniengeometrische Analogon der 21 in einer Fläche dritten Gra-

des liegenden Geraden fand der Verfasser in den Math. Ann.
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Bd. 12 pag. 211. Interessant wäre es, in ähnlicher Weise, wie die

gegenseitige Lage der 27 Geraden einer cubischen Fläche studirt

ist, zu untersuchen, welche speciellen Lagen die oo^ Strahlbüschel

eines Complexes dritten Grades und die 1280 Strahlbüschel eines

Complexes vierten Grades zu einander einnehmen.

Uebrigens kann man die eben angegebenen fünf Resultate auch

aus einigen der s enthaltenden Symbole erhalten, z. B. das in Nr. 4

angeführte Resultat aus den Formeln für ^^2^^^ ^^^^ ^aPK? indem

man n = 3 setzt, das Resultat von Nr. 5 aus den Formeln für

h^2^hlh "^^^^ ^Jhj iiidem man n = 4 setzt.

Schubert, Kalkül der abzählenden Geometrie. 13



Sechster Abschnitt.

Die Oharakteristikentheorie.

§ 37.

Formulirung des Charakteristikeiiprol)lems für ein

beliebiges Gebilde r.

Chasles fand im Jahre 1864 (Comptes rendus) [Lit. 50] ex-

perimentell^ dass die Anzahl der Kegelschnitte, welche einem ge-

gebenen, in fester Ebene befindlichen, einstufigen Systeme ange-

hörig, eine hinzutretende, gegebene, einfache Bedingung z erfüllen,

immer gleich

ist, wo « und ^ Coefficienten sind, welche nur von der Natur der

Bedingung z abhängen, ft und v aber die Anzahlen sind, welche

angeben, wieviel Kegelschnitte des einstufigen Systems die Beding-

ungen \i und V erfüllen, von denen

ft bezeichnet, dass ein Kegelschnitt durch einen in der

festen Ebene gegebenen Punkt gehen soll,

V bezeichnet, dass ein Kegelschnitt eine in der festen

Ebene gegebene Gerade berühren soll.

Chasles nannte deshalb \i und v die Charakteristiken'-^* des

einstufigen Systems. In unserer Terminologie lautet der Chasles-

sche Satz kurz:

Für den Kegelschnitt lässt sich jede einfache Bedingung durch die

beiden Bedingungen ^ und v ausdrücken.

Wir denken uns nun, verallgemeinernd, statt des Kegelschnitts

ein beliebiges Gebilde V mit der Constantenzahl c, statt des ein-

* Ein Beweis dieses Satzes folgt in § 38.

** Später nannte man misshräuclüicli Charakteristiken eines Gebildes T
alle auf r bezüglichen Anzahlen, ohne sich darüber llechenschaft abzulegen,

ob für ein solches Gebilde F ein dem Chasles'sehen Satze analoger Satz existirt.
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stufigen Systems ein i- stufiges System Z, statt der beiden Beding-

ungen ^ und V beliebig viele ^- fache Bedingungen. Dann gelangen

wir dazu, uns hinsichtlich des Gebildes F folgende Frage vorzulegen:

Ist es für ein Gebilde F möglich^ jede heliebige i-fache Bedingung

durch irgend welche i- fache Bedingungen ausmdrüclxn, so dass die ent-

stehende Gleichung für jedes i- stufige System richtig ist?

Wir nehmen an, es wäre gelungen, für F gewisse m i-fache Beding-

ungen ausfindig zu machen, durch welche jede andere ^-fache Be-

dingung ausgedrückt werden kann. Diese m Bedingungen mögen

?>j, &2, h^^...hm heissen. Dann lässt sich zunächst einsehen, dass

auch durch irgend welche m beliebig ausgewählte i- fache Beding-

ungen, etwa Cj, C2^...c,n, jede andere «- fache Bedingung ausdrück-

bar ist; denn man kann, der Voraussetzung gemäss, jede der m
Bedingungen

^1 ? ^2 ; ^3 ? • • • ^"^

durch \, ?^2 5 b^,---bm ausdrücken und erhält dadurch m Gleichungen

von der Form:

C= 0:^ . &j + «2 . &2 + ^3 • ^3 + • • ^m • ^??2 •

Aus diesen fu Gleichungen aber ergiebt sich jede der m Be-

dingungen h als lineare Function der m Bedingungen c. Hat man
also irgend welche Bedingung durch die m Bedingungen h aus-

gedrückt, so braucht man für die letzteren nur die eben erwähnten

linearen Functionen zu substituiren, um z als Function der m be-

liebig gewählten Bedingungen c zu erhalten. Man kann dieses Re-

sultat auch so aussprechen:

Gelingt es, hei eitlem Gebilde F eine i-fache Bedingung z durch

m andere i-fache Bedingungen vermittelst einer Formel darzustellen,

welche für alle i- stufigen Systeme richtig ist, so bestehen immer zwischen

irgend welchen beliebig gewählten 'k-\-m i-fachen Bedingungen h von

einander unabhängige Gleichungen.

Beispielsweise nehmen wir beim Kegelschnitt die einfache Be-

dingung z^ dass derselbe eine in seiner Ebene gegebene Plancurve

dritter Ordnung vierten Ranges berühre. Diese Bedingung ist nach

§ 14, pag. 51 von ^ und v durch folgende Gleichung abhängig:

Z = 4:.^-\-3 .V.

Hieraus können wir dann leicht die eine Gleichung ableiten,

welche zwischen z und etwa den beiden in § 20 besprochenen ein-

fachen Ausartungsbedingungen d und s besteht, wo d bedeutet,

dass der Kegelschnitt in zwei Gerade zerfallen soll, s bedeutet.
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dass die Tangenten des Kegelschnitts zwei Stralilbüscliel bilden

sollen. Wir müssen dann d und s durch ^ und v darstellen; dies

ist in § 20 geschehen. Es ist nämlich nach der Bezeichnung dieses

Paragraphen:

2.1^ — ft= £,

woraus folgt:

Führt man dies in die Formel für ein, so erhält man:

Hiernach hat es also eigentlich keinen Sinn, zu betonen, dass

gerade die beiden Bedingungen ^ und v charakteristisch sind. Man
kann sie ja durch irgend welche andere Bedingungen ersetzen. Der

Chasles^sche Satz lautet also besser so:

Beim Kegelschnitt lässt sich jede einfache Bedingung durch jede

zwei heliehig geivählte einfache Bedingungen linear au^sdrüclcen oder,

was dasselbe ist, beim Kegelschnitt bestehen immer zivischen (2-\-li)

beliebig gewählten einfachen Bedingungen^ mindestens h von einander

unabhängige^ allgemeingiltige Gleichungen.

Wir kehren zu dem Gebilde F mit der Constantenzahl c zurück,

bei welchem wir uns die beliebige «'-fache Bedingung ,0 durch die

m ^- fachen Bedingungen

ausgedrückt denken in der Form-:

1) ^ = «i . &i 4- 0^2 • ^2 + «^3 • ^3 + • • • «m . brnj

WO «1, «2; ^3; •••«//* Coefficienten sind, deren Werthe natürlich von

der Natur der Bedingung ;? abhängen. Um diese Werthe zu be-

stimmen, multipliciren wir die Gleichung 1 mit m willkürlich ge-

wählten (c-i)- fachen Bedingungen. Diese mögen

«j , «2 ^ Ötg , . . . am

heissen. Dami erhalten wir m Gleichungen, auf deren linken Seiten

die m c- fachen Symbole
zdiy zd.^,...zd,a

stehen, auf deren rechten Seiten aber die m^ ("-fachen Symbole

&i^^, \d^^...b^d2,...b,nd,n

und ausserdem die gesuchten m Coefficienten
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vorkommen. Wir betrachten nun die Werthe der ni'^ aus h und d

zusammengesetzten Symbole als bekannt und setzen diese Werthe

in die m Gleicliungen ein. Dann kann man jetzt mit Hilfe dieser

m Gleichungen jede der m Zahlen a als Function der m Symbole

zd^j zd^, . . .zdni

darstellen. Jede der so entstandenen m Functionen kann aber selbst

als eine c-fache Bedingung angesehen werden^ die aus z und einer

(^c — ^j- fachen Bedingung zusammengesetzt ist. Wir bezeichnen die

so entstehenden (6' — ^)-fachen Bedingungen mit

und setzen für die m Zahlen a die berechneten Werthe in die

Gleichung 1 ein; dann kommt:

2) z= (ze^) . \ + (ze.^ . \ + ipe^ . ^3 + . . . + (^e„,) . 5;,,.

Nun bedeuten aber ^, &i, h^,...hm die Zahlen, welche angeben,

wieviel Gebilde F jede dieser Bedingungen und ausserdem die

(c — ^) -fache, definirende Bedingung des hinzugedachten i- stufigen

Systems 2/ erfüllen. Bezeichnen wir die letztgenannte (c — ^) -fache

Bedingung mit ?/, so lautet die Gleichung 2 ausführlich:

3) zy = (ze,) . {y\).+ (ze,) . (yh^) -f (ze^) . {y\) -f . . . + {ze,,) . {yl^),

wo jetzt in jeder Klammer ein c-faches Bedingungssymbol steht

und wo die m Punkte zwischen den Klammern Multiplicationen im

gewöhnlichen arithmetischen Sinne anzeigen. Die Gleichung 3 kann

man aber nun noch auf eine andere Weise interpretiren, wenn man

nämlich nicht auf die Bedingungen y und z selbst, sondern auf die

Systeme Rücksicht nimmt, welche durch diese Bedingungen definirt

werden. Das durch y definirte i- stufige System hatten wir mit 2J

bezeichnet, das durch z definirte (c — i)- stufige System wollen wir

mit 2J' bezeichnen. Dann können wir in den obigen Klammern immer

z und y fortlassen ^ ivenn wir darauf achten, dass die Symbole e auf

das System E ' und die Symbole i> auf das System U zu beziehen sind.

Der besseren Unterscheidung wegen wollen wir die auf U' bezüg-

lichen Symbole stricheln, so dass wir schreiben:

4) ys = ^i- c\ + b.^ . e'2 + ?>3 . e'3 + .
. • b,n . e!mj

wo die Punkte wieder ivirldiche Multiplicationen anzeigen. Die

voranstehenden Ueberlegungen fassen wir zu dem folgenden Haupt-

satze zusammen.

Wenn für ein Gebilde F irgend welche m i-fache Bedingimgen

ausfindig gemacht sind, durch welche jede andere i-fache Bedingung
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ausgedrückt werden kann, so lässt sich die Zahl derjenigen Gebilde JT,

welche einem i- stufigen Systeme U und einem (c—i)- stufigen Systeme

2J ' gemeinsam sind, als eine Summe von m Producten von je zivei

Faktoren darstellen , von denen der erste Faktor immer angieht, wieviel

2J angehörige Gebilde eine i-fache Bedingung erfüllen, der zweite Fak-

tor immer angiebt, wieviel U' angehörige Gebilde eine (c-i)- fache

Bedingung erfüllen. Die m i-fachen Bedingungen und die m (c — i)-

fachen Bedingungen können ganz willkürlich gewählt werden, nur

müssen sie von einander unabhängig sein. Um die Zahl der gemein-

samen Gebilde der beiden Systeme so auszudrücken, ist die Kenntniss

der folgenden Zahlen erforderlich, erstens der m Zahlen, welche an-

geben, wieviel 2J angeliörige Gebilde jede der gewählten m i-fachen Be-

dingungen erfüllen., zweitens der m Zahlen, welche angeben, ivieviel U'

angehörige Gebilde jede der geivählten m (c — i)-fachen Bedingungen

erfidlen., drittens der m^ Zahlen, welche angeben, wieviel Gebilde die

m^ zusammengesetzten Bedingungen erfüllen, deren jede aus einer der

i- fachen und einer der (c — i) -fachen Bedingungen besteht.

Beispielsweise nehmen wir als bekannt an, dass bei einem

Kegelschnitt in fester Ebene jede einfache Bedingung durch die

beiden oben definirten Bedingungen ft und v ausgedrückt werden

kann. Wir können uns dann die Aufgabe stellen, die Zahl % der

Kegelschnitte zu berechnen, welche einem gegebenen einstufigen

Systeme E und einem gegebenen vierstufigen Systeme 2^' gemein-

sam sind, und zwar können wir zur Berechnung für E zwei ein-

fache und für E^ zwei vierfache Bedingungen beliebig annehmen.

Es seien dies für E die beiden Ausartungsbedingungen d und e,

für E^ die beiden Bedingungen ft'* und v^^, welche bezeichnen, dass

ein Kegelschnitt in E^ durch vier gegebene Punkte gehen resp.

vier gegebene Gerade berühren soll. Die definirende Bedingung

von E sei y, die von E^ sei ^; dann können wir schreiben:

Z = a^.d-\-a.^.e,

wo wir «1 und a^ zu bestimmen haben. Wir multipliciren deshalb

mit ^^ und v*; dann bekommen wir rechts dft^, £^^, öv^.^ £v\

Nun ist aber (§ 20, pag. 94)

also kommt:
^i^z = 3 . «1 + . «2

"""^^
v^Z= 0.a,-\-3.a„

woraus folgt:
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Folglicli ist die Zahl der den beiden Systemen gemeinsamen

Kegelschnitte gleich
\ a'^,d+^v'^. f.

Es geht aus unserem Hauptsatze auch hervor, dass, wenn bei

einem Gebilde F mit der Constantenzahl c m i- fache Bedingungen

erforderlich sind, um jede andere i- fache Bedingung auszudrücken,

dann auch m (c — ^> fache Bedingungen erforderlich sind, um

jede andere (c — i) -fache Bedingung auszudrücken. Die constante

Zahl m^ welche angiebt, wieviel ^-fache Bedingungen bei einem

Gebilde T nöthig sind, um jede andere i-fache Bedingung auszu-

drücken wollen wir die i- stufige Charaläeristikenzahl des Gebildes

r nennen. Danach können wir die eben ausgesprochene Behauptung

kurz so aussprechen:

Bei jedem Gebilde F mit der Constantenzahl c ist die i- stufige

CharaMeristilcenzahl gleich der (c- i)- stufigen (Lit. 50).

Ein Gebilde mit der Constantenzahl c besitzt demnach ^c oder

^(c—1) Charakteristikenzahlen, je nachdem c gerade oder ungerade

ist; beispielsweise führen wir hier die Charakteristikenzahlen beim

Kegelschnitt im Räume und bei der quadratischen Fläche an (cf.

Math. Ann. Bd. 10, pag. 360 und 362).

Beim Kegelschnitt im Räume ist

1. die einfache und die siebenfache Charakteristikenzahl gleich 3,

2. die zweifache und die sechsfache gleich 6,

3. die dreifache und die fünffache gleich 9,

4. die vierfache gleich 10.

Bei der quadratischen Fläche ist

1. die einfache und die achtfache Charakteristikenzahl gleich 3,

2. die zweifache und die siebenfache gleich 6,

3. die dreifache und die sechsfache gleich 10,

4. die vierfache und die fünffache gleich 13.

Beim Kegelschnitt müssen also zwischen je {h+ 9) dreifachen

Bedingungen mindestens Je von einander unabhängige Gleichungen

bestehen; bezeichnen z. B. m, w, r für den Kegelschnitt dieselben

Bedingungen, wie in § 16, so besteht zwischen den zehn Bedingungen

^3^ 7iV, nr% r^, mn^, mnr^ mr% m^n, m^r, m^

eine einzige allgemeingiltige Gleichung. Diese haben wir schon in

§ 16 unter Nr. XIV (pag. 80) kennen gelernt; sie lautet:

5) 2n^ — 3n^r-{- ^nr^ — 2r^ — 6mn^ + 4mwr + . mr^ + 12m^n

-Sm^r + O.m^^O.
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Diese Formel ist eine Verallgemeinerung der Formel 11 auf

pag. 406 des Lindemann'schen Werkes über Clebsch's Vorlesungen.

Ebenso haben wir in § 16 unter Nr. XI und XII die beiden Gleich-

ungen kennen gelernt, welche bei der Fläche zweiten Grades zwi-

schen den 15 vierfachen Bedingungen

^\ ^^Q, ^^Q% ilQ^, Q^, V^^, V^^Q, V^Q% V Q% ^/V^
V^^lQy V^Q^j V^^j V^Qf V^

bestehen, wo y., v^ q wieder dieselben Bedingungen bezeichnen, wie

in den §§16 und 22. Diese beiden Gleichungen lauteten:

6) 2v^fi -2v^Q- Si^V' + '^'^^Q' -\-2v^'- 2vq' = 0.

Die Gleichungen zwischen den mehr als vierfachen aus ^^ v,

Q zusammengesetzten Bedingungen lassen sich leicht durch das

oben beim Kegelschnitt angewandte FAiminationsverfaJiren ableiten.

Um z. B. für die quadratische Fläche die 42 Gleichungen zu er-

halten, welche zwischen den 45 achtfachen aus ft, v, q zusammen-

gesetzten Bedingungen bestehen, multipliciren wir die Gleichung

mit den 45 aus ft, v, q zusammengesetzten achtfachen Bedingungen,

substituiren rechts für die entstandenen neunfachen Symbole die in

§ 22 berechneten Anzahlen und eliminiren «, /3, y. Dann erhalten

wir 42 Gleichungen zwischen denjenigen 45 Symbolen, welche aus

s und einer achtfachen ftt, o^, () enthaltenden Bedingung zusammen-

gesetzt sind. Lässt man das willkürliche Symbol z in diesen 42

Gleichungen fort, so erhält man die Gleichungen in der gewünschten

Form. Um ein zweites Beispiel zu haben, betrachten'wir den Kegel-

schnitt in fester Ebene. Bei demselben ist die einstufige Charak-

teristikenzahl und deshalb auch die vierstufige gleich 2, die zwei-

stufige und deshalb auch die dreistufige gleich 3; also giebt es

eine einzige Gleichung zwischen

und drei Gleichungen zwischen

JU*, ^l^Vj u^7/^, iiv^j V^^j

wo ^ und V wieder die im Anfang dieses Paragraphen angegebene

Bedeutung haben. Um die eine Gleichung zwischen ^w^, n^Vy ^iv^j

v^ abzuleiten, multipliciren wir mit diesen Bedingungen die Gleichung
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und setzen für fi^, it'^Vj ^^v^^ ^^"^^j f^^ ^^ die bekannten (§ 20)

Werthe 1, 2, 4, 4, 2, 1 ein; dann kommt:

^^v0 = 2a-j-4:ß + 4:y,

^v^z = 4tcc + Aß + 2y,

Hieraus folgt durch Elimination von a, ß, 7 die gesuchte Gleichung:

8) = 2iL^ -- ^ii^v + ?>iiv^ - 2v^,

ein specieller Fall der oben mit 5) bezeichneten Gleichung, bei

welcher w, r die Bedingungen bedeuteten, die hier /i resp. v heissen.

Ebenso erhalten wir die drei Gleichungen zwischen ^^j ii^v, i^^v'^,

^v^j v^ durch Elimination von a und ß aus:
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„Mn Gebilde F mit der Constantenzahl c sei Element eines ganz

heliehigen i- stufigen Systems H und auch Element eines ganz helieUgen

(c — i).- stufigen Systems E\ Beiden Systemen ist eine endliche Anzahl

X von Gebilden T gemeinsam. Es wird für alle möglichen Werthe

von i verlangtj die Anzahl x als Summe von m Producten darzu-

stellen ^ deren jedes aus zwei Faktoren besteht^ von denen der erste

Faktor immer angiebt, wieviel Gebilde aus 2J eine i-fache Bedingung

erfüllen, der zweite Faktor angiebt , tvieviel Gebilde aus 2J' eine (c — i)-

fache Bedingung erfüllen. Bas Problem gilt als gelost
^

gleichviel wie

gross die Zahl m wird und gleichviel, welche i-fachen und welche

(e — i) - fachen Bedingungen * zur Bildung der Producte verwandt

werden mussten. Ba man für alle möglichen Werthe von i und c — i

Formeln aufzustellen hat, so besteht die Lösung des CharaMeristiken-

problems in der Aufstellung von ^c oder {{c — 1) Formeln, je nach-

dem c gerade oder ungerade ist."

Die Formeln, welche die gesuchte Zahl x ausdrücken, sollen

Charakteristikenformeln und die in ihnen auftretenden Bedingungen

Charakteristiken heissen. Das Symbol x soll zugleich auch die

c- fache Bedingung bedeuten, welche das Gebilde F dadurch erfüllt,

dass es den beiden Systemen 2J und 2J' gemeinsam ist. Multiplicirt

man eine Charakteristikenformel mit einer ä;- fachen auf F bezüg-

lichen Bedingung z, so darf man sowohl die auf 2J bezüglichen

i-fachen Symbole, wie auch die auf 2J' bezüglichen (c — i) -fachen

Symbole multipliciren. Je nachdem erhält man eine Formel, welche

sich auf ein (Ä -f ^) - stufiges und ein (c — ^)- stufiges oder auf ein

i- stufiges und ein (c-|-/»; — i)- stufiges System bezieht. In beiden

Fällen bezeichnet xz die Zahl derjenigen Gebilde F, welche den

beiden Systemen gemeinsam sind und ausserdem die Bedingung z

erfüllen. So kann man durch blosse symbolische Multiplication aus

jeder ursprünglichen Charakteristikenformel eine unbeschränkte An-

zahl neuer Formeln erhalten, welche abgeleitete Charakteristikenfor-

meln heissen sollen.

Für den Punkt und die Ebene wird das Charakteristikenproblem

durch die Bezout'schen Sätze (§ 13, pag. 47) gelöst. Ist nämlich ein

einstufiges System 2J von Punkten, d. h. eine Curve, und ausserdem

ein zweistufiges System 1!' von Punkten, d. h. eine Fläche, gegeben,

so haben beide eine endliche Anzahl x von Punkten gemeinsam,

* Namentlich können dies auch Ausartungsbedingungen sein.
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welche man bekanntlich erhält, wenn man die Gradzahlen der Curve

und der Fläche mit einander multiplicirt, d. h. die Zahl der 2J an-

gehörigen und in einer gegebenen Ebene liegenden Punkte mit der

Zahl der U' angehörigen und in einer gegebenen Geraden liegenden

Punkte. Bezeichnen also p resp. y die Bedingungen, dass ein U
resp. 2^' angehöriger Punkt in einer gegebenen Ebene liegen soll,

p^ resp. j/^, dass ein solcher Punkt auf einer gegebenen Geraden

liegen soll, so haben wir, gemäss den obigen Erörterungen, die

eine Charakteristikenformel des Punktes so zu schreiben:

10) X =p .p'^.

Hieraus folgt durch symbolische Multiplication mit p die abgeleitete

Oharakteristikenformel für zwei gegebene zweistufige Systeme:

11) xp=p^.p'^^

eine Formel, welche nichts anderes ausspricht, als dass der Grad

der Schnittciirve stveier Flächen gleich dem Froducte ihrer Grad-

mhlen ist

Für den Strahl wird das Charakteristikenproblem durch die in

§15 aus den Coincidenzformeln abgelesenen Halphen^schen Sätze

(pag. 62) gelöst. Wir bezeichnen wieder die beiden gegebenen

Systeme mit 21 und 21\ ferner die Grundbedingungen des Strahles

mit (j, Qe^ (Jpj g.sj G^ wenn sie auf U zu beziehen sind, und mit r/',

g'e, g'pj g's, G\ weim sie auf 2.' zu beziehen sind. Dann lauten

die Charakteristikenformeln des Strahles erstens, wenn 21 einstufig,

-S' dreistufig ist,

12) x = 9-9\y

zweitens, wenn beide Systeme zweistufig sind,

13) x--ge.g\^-gp.g'p.

Es ist also beim Strahl die einstufige und deshalb auch die drei-

stufige Charakteristikenzahl gleich 1, die zweistufige aber gleich 2,

was für die Liniengeometrie von fundamentaler Bedeutung ist.

Die Formel für xg bei einem zweistufigen und einem drei-

stufigen Systeme erhält man entweder durch Multiplication von 12

mit g oder von 13 mit ^'; in beiden Fällen erhält man:

14) x9=ge.g\-\-gp.g\.

Die Formeln für xg^ und xgp bei zwei dreistu,figen Systemen

resultiren aus 12 durch Multiplication mit ge und gp-^ nämlich;

15) xge = gs.g\
und

16) ^yp-gs.g\-
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In jeder dieser Formeln darf man nun immer von den beiden

Faktoren eines Productes den einen als Bedingung, den anderen als

Coefficienten auffassen; z. B. sagt Formel 13 aus, dass jede einem

Strahle auferlegte zweifache Bedingung z gleich der Summe der

beiden mit gewissen Coefficienten multiplicirten Bedingungen ge und

Qp ist und zwar so, dass der Coefficient von ge angiebt, wieviel

Strahlen z erfüllen und dabei in einer gegebenen Ebene liegen, g^
angiebt, wieviel Strahlen z erfüllen und dabei durch einen gegebenen

Punkt gehen. Bemerkenswerth ist übrigens, dass man die Gestalt

der Formel immer ohne Weiteres bestimmen kann, sobald man nur

die Gharakteristikenzahlen kennt. Weiss man z. B., dass der Strahl

die zweistufige Charakteristikenzahl 2 hat, so kann man ge und gp
als diejenigen zweifachen Bedingungen auswählen, durch welche man
alle übrigen Bedingungen ausdrücken kann, und deshalb schreiben:

Multiplicirt man nun mit ge oder gp, so kommt:

zge=-aA-]-ß.O

zgp — a.O + ß.l'^

also hat man g\ für a, g\j für ß zu setzen.

§ 38.

Das Charakteristikenproblem für den Kegelschnitt (Lit. 51).

In den §§ 13 und 15 haben wir die Formel für die Zahl der

gemeinsamen Elemente zweier Systeme von Punkten oder von Strah-

len aus den Coincidenzformeln für Punktepaare oder für Strahlen-

paare abgelesen. Dabei ergab sich z. B. die Zahl der gemeinsamen

Punkte einer Curve und einer Fläche als die Zahl derjenigen Punkte,

in denen ein Punkt der Curve und ein Punkt der Fläche eine voUe

Coincidenz bilden, d. h. derartig unendlich nahe liegen, dass der

Verbindungsstrahl der Coincidenzstelle mit einem willkürlich an-

genommenen Punkte als Coincidenzstrahl aufgefasst werden darf.

Ueberträgt man diese Methode vom Punkte auf den Kegelschnitt in

fester Ebene, so hat man die Zahl x der Kegelschnitte, welche

zweien Systemen mit der Stufensumme 5 gemeinsam sind, als die

ZaJd derjenigen Kegelschnitte Q zu bestimmen ^ in denen zivei Kegel-

schnitte der heiden Systeme derartig imendlich nahe liegen j dass diese

leiden unendlich nahen Kegelschnitte einem ganz willlmrlich gewählten

durch Q gelegten Kegelschnittbüschel angehören oder, was dasselbe ist,
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dass ihre vier Schnittpiinläe auf einem heliehig gewählten Kegelschnitte

K liegen. Eine solche Bestimmung der Zahl x hat zugleich vor den

bekannten algebraischen Bestimmungen den wichtigen Vorzug ^ dass

sie am deutlichsten die Analogie mit den Bezout'schen Sätzen zeigt.

Gegeben ist in fester Ebene ein einstufiges System E und ein

vierstufiges System 2^' von Kegelschnitten^ ferner ein beliebig ge-

wählter Kegelschnitt K. Für 2J bezeichnen wir mit ^ die Beding-

ung, dass ein Kegelschnitt durch einen gegebenen Punkt gehen soll,

mit V die Bedingung, dass er eine gegebene Gerade berühren soll,

mit ö die Bedingung, dass seine Punkte zwei Gerade bilden sollen,

mit 8 die Bedingung, dass seine Tangenten zwei Strahlbüschel

bilden sollen (cf. § 20). Für Z*' bezeichnen wir diese Bedingungen

mit denselben Symbolen, aber gestrichelt:, z. B. bedeutet ft'^ die Be-

dingimg, dass ein 2J' angehöriger Kegelschnitt durch vier gegebene

Punkte gehen soll. Wir suchen nun vermöge des geivöhnUchen

Chasles'sehen Correspondenzprincips auf einer heliebigen Geraden g die

Zahl derjenigen Punlde zu bestimmen, durch welche zugleich ein Kegel-

schnitt aus U und ein Kegelschnitt aus 2J' derartig gelegt tverdcn

kann, dass die vier Schnittptinkte dieser heiden Kegelschnitte alle auf

K liegen. Durch einen beliebigen Punkt Ä auf g gehen ft Kegel-

schnitte aus U, von denen jeder K in vier Punkten 0, D, E, F
schneidet. Durch vier solche Schnittpunkte gehen ^t'^ Kegelschnitte

aus 2J', von denen jeder g in zwei Punkten B schneidet; also ent-

sprechen dem Punkte A
2.,tt.ft'4

Punkte B. Es fragt sich nun, wieviel Punkte A umgekehrt einem

Punkte B entsprechen. Um diese Zahl anzugeben, brauchen wir

die Zahl v derjenigen 2^' angehörigen Kegelschnitte, deren jeder

durch einen gegebenen Punkt geht undK so in vier Punkten schneidet,

dass durch diese vier Punkte ein ZI angehöriger Kegelschnitt mög-

lich wird. Man kann diese Zahl v durch Punktcorrespondenzen

auf K bestimmen, am schnellsten jedoch durch das Princip von der

Erhaltung der Anzahl, indem man den gegebenen Punkt auf K
selbst legt. Dann gehen durch diesen Punkt ft Kegelschnitte aus

ZI, von denen jeder K in noch drei anderen Punkten schneidet.

Durch die vier Schnittpunkte gehen dann ft'* Kegelschnitte aus 2^';

also existiren in 2J'

v = II. u!^

Kegelschnitte, welche durch einen gegebenen Punkt gehen und K
in vier Punkten so schneiden, dass durch die vier Punkte ein Z
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angehöriger Kegelschnitt gehen kann. Jeder dieser v Kegelschnitte

aus U schneidet dann g in zwei Punkten A] also entsprechen auf

g jedem Punkte J5 auch

Punkte A. Es giebt daher nach dem Correspondenzprincip (§ 13)

auf g

Punkte (AB), deren jeder zwei Punkte A und JB vereinigt. Solche

Coincidenzstellen (AJB) werden auf dreierlei Weise verursacht:

1. durch den Kegelschnitt K vermöge seiner beiden Schnitt-

punkte mit g^

2. durch jeden der x den beiden Systemen gemeinsamen

Kegelschnitte vermöge seiner beiden Schnittpunkte mit g^

3. durch jeden Kegelschnitt 8 in 27, weil ein solcher seine

Punkte auf zwei zusammenfallenden Geraden hat.

Jeder der beiden Schnittpunkte von g und K ist ^ .
^'^ mal

eine Coincidenz {AB), weil durch ihn ^ Kegelschnitte aus H gehen

und für jeden dieser fi Kegelschnitte ^'^ Kegelschnitte aus 2^' so

entnommen werden können, dass sie mit ihm nicht bloss den Schnitt-

punkt von g und K, sondern noch drei andere Punkte auf K, im
Ganzen also vier Punkte auf K gemein haben. Ferner ist jeder

Schnittpunkt von g mit einem der gesuchten x, den beiden Systemen

gemeinsamen Kegelschnitte einmal eine Coincidenz (AB), wie zu

Anfang des Paragraphen erörtert ist. Die eben erwähnten Coinci-

denzen sind die einzigen, welche durch nicht ausgeartete Kegel-

schnitte in 27 erzeugt werden können. Wohl aber erzeugt jeder

Kegelschnitt in 27, welcher die Ausartungsbedingung s erfüllt, eine

gewisse Anzahl von Coincidenzen. Ein solcher Kegelschnitt schneide

g in den beiden zusammenfallenden Punkten P, und K in den vier

Punkten (7, D, E, Fj von denen zweimal zwei unendlich nahe

liegen, und zwar mögen G und B im Punkte (CB)j E und F im

Punkte (EF) unendlich nahe liegen. Durch diese vier Punkte

(7, D, Ey F gehen nun zwar ^^^ Kegelschnitte aus 27', aber nicht

jeder von ihnen geht auch durch P. Es thun dies nicht diejenigen

Kegelschnitte aus 27', welche die Gerade GB im Punkte (GB) und

zugleich die Gerade EF im Punkte (EF) eigentlich beriihrenj d. h.

welche nicht bloss in (GB) und in (EF) zweipunktig schneiden,

sondern auch die Geraden GB und EF als Tangenten besitzen.

Nun ist aber die Bedingung, dass ein Kegelschnitt aus 27' eine ge-



Die Charakteristikentheorie. 287

gebene Gerade in einem gegebenen Punkte berühre, gleicb 2^'v\

wie in §§ 16 und 20 (pag. 74 und 96) gezeigt ist; also bleiben

Kegelschnitte aus 2J' übrig, welche durch die vier Punkte 0, D, £", F
gehen, ohne in (CD) oder (FF) zu berühren. Ein solcher Kegel-

schnitt muss aber seine sämmtlichen Punkte auf dem Verbindungs-

strahle von (CD) und (FF) haben, also die Ausartungsbedingung e'

erfüllen. Er coincidirt demnach im Ort der Punkte mit dem be-

trachteten Kegelschnitt s vollständig, schneidet also g auch in den

beiden zusammenfallenden Punkten P-, deshalb giebt es auf g

6,2.(ii'^-i^"v'')

Coincidenzen von der dritten der oben aufgezählten drei Sorten.

Wir erhalten also schliesslich die Gleichung:

1) 4:.fi.ti'*=^i2.fi.fi'^) + (2.x) + [s.2.iti'^-ifi'-'v'%

Daraus ergiebt sich für die gesuchte Zahl x der den beiden

Systemen U und U' gemeinsamen Kegelschnitte:

2) x= ^.^^^~£.(^'^-i^''v'').

Wenn man will, kann man statt der beiden Bedingungen /x

und s die beiden Bedingungen ^ und v einführen, indem man

3) s = 2.^-v (cf. §§ 20, 37)

setzt; dann kommt:

4) x= ^.(i ^"v'' - ^'^) + V . (^'*

-

i^"v'%

Damit ist das CharalderistiJcenprohlem des Kegelschnittes für den

Fall^ dass ein einstufiges und ein vierstufiges System vorliegt^ gelöst

und zugleich der Chasles'sche Satz bewiesen (cf. § 37). Bemerkens-

werth ist bei der obigen Ableitung, dass sie nicht bloss erkennen

lässt, dass beim Kegelschnitt jede Bedingung durch fi und v aus-

drückbar ist, sondern zugleich auch gewisse Werthe der Coefficien-

ten von |tt und ^' ergiebt. Wie im vorigen Paragraphen ausführlich

erörtert ist, können diese Coefficienten a und ß auf mannichfache

Weise durch die fünf Bedingungen

^'% ^'h/^ ^'^v'^, ^i'v'^, v'*

ausgedrückt werden, weil zwischen diesen fünf Bedingungen drei

von einander unabhängige Gleichungen bestehen. Fine solche

Gleichung erhält man schon dadurch, dass man die Formel 4 dual

umformt imd sie dann mit der dual umojeformten vergleicht; dann
kommt nämlich:



288 Sechster Abschnitt.

In ähnliclier Weise kann man die Zahl der gemeinsamen

Kegelschnitte eines zweistufigen und eines dreistufigen Systems finden.

Um diese Zahl auszudrücken^ hat man jedem der beiden Systeme

drei Bedingungen 7ai entnehmen.

Bei der üebertragung der obigen Ableitung von Kegelschnitten

auf Flächen zweiten Grades haben wir statt des Kegelschnitts K
eine Fläche zweiten Grades zu setzen und statt der Schnittpunkt-

quadrupel Baumcurven vierter Ordnung zu setzen. Bezeichnet man
dann für ein einstufiges System 2J mit fi, v, q, cp, x^ ip dieselben

Bedingungen wie in § 22^ und mit ^l', v\ q\ (p\ x\ f' dieselben

Bedingungen für ein achtstufiges System U'^ so erhält man für die

Zahl X der den beiden Systemen gemeinsamen Flächen zuerst die

Gleichung

:

4.^.^i''^2.^.^'^ + 2.x-\-2.(p.l^'^v'^(p' + 2.i^.j\^^'^Q'ip\

Ersetzt man nun g? durch 2^ — v und ^ durch 2v -^ - q^ so

kommt:
x^a. }i-\- ß .v-i-y .Qj

wo a, /3, y irgend welche Functionen der gestrichelten Symbole

sind. Die Keimtniss dieser Functionen ist unwesentlich, weil sie

sich auch vermittelst des in § 37 besprochenen Eliminationsver-

fahrens auf mannichfache Weise durch die aus ^'j v\ q' zusammen-

gesetzten achtfachen Symbole ausdrücken lassen.

Der Verfasser hofft, in ähnlicher Weise die Charakteristiken-

probleme auch noch für andere Curven und Flächen erledigen zu

können. Freilich werden die Charakteristikenzahlen dann viel

grösser als 2, wie man immer leicht ermitteln kann. Gesetzt z. B.,

es seien bei der in fester Ebene gedachten Curve dritten Grades

mit Spitze die beiden Bedingungen v und q^ das's sie durch einen

gegebenen Punkt gehe resp. eine gegebene Gerade berühre, aus-

reichendy um alle einfachen Bedingungen allgemeingiltig auszu-

drücken, so müsste auch zwischen je drei (7 — 1)- fachen Beding-

ungen eine allgemeingiltige Gleichung bestehen. Man kann aber

leicht aus den in § 23 berechneten Anzahlen entnehmen, dass eine

solche allgemeingiltige Gleichung zwischen je drei sechsfachen Be-

dingungen nicht hesteht. Vielleicht reichen aber die beiden Beding-

ungen V und Q im Verein mit den zwölf Ausartungsbedingungen

^n ^2? hy hy hy "^iy Hy ^3; '^i; ^2y Viy V2 (§ ^3) aus, um bei der

cubischen Plancurve mit Spitze alle einfachen Bedingungen auszu-

drücken. Dann wäre bei dieser Curve die einstufige Charakteristiken-

zahl gleich 14.
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§39.

Ableitung und Anwendung der Charakteristikenformeln für

das Gebilde, welches aus einem Strahle und einem darin

liegenden Punkte besteht (Lit. 52).

Die Constantenzahl dieses Gebildes ist 5. Wir betrachten da-

her zwei gegebene Systeme ^ und 2^' mit der Stufensumme 5.

Jeder Strahl in Z heisse g, der darauf befindliche Punkt p, jeder

Strahl in 2J' heisse / und der in ihm liegende Punkt j/. Da der

Strahl die Constantenzahl 4 hat^ so haben beide Systeme ein ein-

stufiges System von Strahlen, d. h. eine Linienfläche gemeinsam.

Auf jedem Strahle dieser Linienfläche liegt ein Punkt p und ein

Punkt |/. Es giebt also nach der Coincidenzformel erster Dimen-

sion für Punktepaare (§ 13) auf der Linienfläche

oder, wenn man will,

Strahlen, bei denen die beiden Punkte p und j/ zusammenfallen.

Jeder Strahl der Linienfläche ist aber, wie bei der Ableitung der

Bezout-Halphen'schen Sätze aus den Coincidenzformeln (pag. 4G und

61) gezeigt ist, als eine volle Goincidenz eines Strahles g mit einem

Strahle g^ anzusehen. Folglich ist die vierfache Bedingung r], dass

ein Strahl sowohl E als E\ d. h. jener Linienfläche, angehört, nach

§15 Formel 34 gleich

G + gs9' ^ 9p9\ + ge 9\ -\r99\^- ^'•

Demnach ergiebt sich die Zahl x der den beiden Systemen gemein-

samen Gebilde T aus der Stammformel'.

1)
* x= {jp -\-pj -g) (G+gsg' +gpg'p+geg'e + gg's + G')

oder, was dasselbe ist:

x^{p+p'- g') {G + gs (j + gyg'r. + geg\ + gg\ + Cr'\

Diese Formel löst nun das Charakteristikenproblem in allen

Fällen, also sowohl wenn Z" einstufig, 2J' vierstufig, als auch wemi

2; zweistufig, 2;' dreistufig ist. Durch Vertauschung der gestrichel-

ten Symbole mit den nicht gestrichelten erhält man natürlich nichts

Neues. Ist eines der beiden Systeme i- stufig, so sind alle die-

jenigen auf dieses System bezüglichen Symbole gleich null zu setzen,

welche nicht i-fach sind. Es ist daher bei der Ausführung der

Multiplication in 1) zweckmässig, die Symbole nach den Dimen-

sionen zu ordnen; dann kommt:
Schubert, Kalkül der ab/.ahleudei» Geometrie. 19
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+ g\ . (p^. - ^.)] + [i>yi, . ^p

+

p'g\ . ,9^«

+

g\ (pg - /)]

+ [i9V..^+^'(i9-^)] + [iyG'].

Ist nun U «'- stufig, also -S' (5 — ^)- stufig, so ist von den sechs

eckigen Klammern in 2) immer die (6 — i)^^ allein von null ver-

schieden. Die Fälle ^ = 5 und i = ergeben nur Selbstverständ-

liches; der Fall i= 4 ergiebt den Satz:

y^Ein einstufiges System 2J von Gebilden F hat mit einem vier-

stufigen Systeme 2^' von Gebilden F:

3) x=p'.G + g\(pgs~-G)

Gebilde gemein/'

Der Fall i=l ergiebt ganz denselben Satz, nur dass die ge-

strichelten und die nicht gestrichelten Symbole mit einander ver-

tauscht sind.

Ebenso erhält man auf zweifache Weise, nämlich sowohl für

i = 2y wie für i = S den Satz:

„Ein zweistufiges System Z von Gebilden F hat mit einem drei-

stufigen Systeme U'

:

4) x=p'g' .gs+ g'p
. (jpgp - gs) + g'e . (pge - gs)

Gebilde F gemein/'

Wegen der Incidenzformeln (§ 7) kann man auch schreiben

statt Formel 3:

5) x= p\G + g'.p^ge,

und statt Formel 4:

6) .

oc==p'^.g,-\-g'p.p^ + g'e.pge.

Kürzer konnten wir zu diesen Formeln aus Formel 1 durch

das Eliminationsverfahren des § 37 gelangen. Die Formel *1 zeigt

uns nämlich die MÖglichJceit , bei einem Gebilde F jede einfache Be-

dingung durch p' und g'j jede zweifache Bedingung durch p'g\ g\^

g\ auszudrücken. Dies genügt aber schon vollständig, um die genaue

Gestalt der GharaMeristilxenformeln zu bestimmen. Es muss sich näm-

lich nun jede einfache Bedingung (§ 37) durch irgend welche zivei

einfache Bedingungen und jede zweifache Bedingung durch irgend

welche drei zweifache Bedingungen ausdrücken lassen. Bezeichnet

also z irgend eine einfache Bedingung, y irgend eine zweifache Be-

dingung, so kann man z durch p' und g\ y nicht bloss durch pWj\

g^Pi ile-, sondern auch durch p'^, g\y g\ ausdrücken; also etwa:

7) z = a.p'-\-^.g\

8) 2/=>'.p'^+^.y;,^-^y..
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Diircli symbolische Multiplicationen und eventuelle Elimina-

tionen ergeben sich nun die Werthe der Coefficienten a, /3, y^ ö^ t,

auf mannicbfacbe Weise. Am geschicktesten wird es immer sein,

mit einer solchen Bedingung zu multipliciren, dass alle Symbole

mit Ausnahme eines einzigen null werden. Wir multipliciren dem-

gemäss Gleichung 7 mit 6r' und mit p^^g\] dann kommt:

und

^p'Y«= «.0+ |3.1.

Dies heisst aber nichts anderes, als dass a angiebt, wieviel Ge-

bilde r z und (t' zugleich erfüllen, und ß angiebt, wieviel Gebilde

r z und y^^'e erfüllen. Bezeichnet man also das vierstufige System

der z erfüllenden Gebilde mit 27 und jeden Strahl in H mit g^ so

ist der Coefficient a gleich G^ ß gleich 2^^9e zu setzen. Um ebenso

y, d, J zu bestimmen, multipliciren wir Gleichung 8 mit g'sy 2^'^ P'g'e'-,

dann kommt:

yg's = yA-{-ö. 0-\-t,0,

yp'g'e= y.O + d.O-\-^A,

woraus folgt, dass der Coefficient y gleich g'^, d gleich y^, ^ gleich

2^'g'e zu setzen ist.

Aus den beiden ursprünglichen Charakteristikenformeln 5 und

6 leiten wir nun noch die Formeln ab, welche sich auf Systeme

beziehen, deren Stufensumme grösser als 5 ist. Dies geschieht,

indem wir die Formeln 5 und 6 mit den auf p' und g' bezüglichen

Grundbedingungen multipliciren (cf. § 37). Multipliciren wir zuerst

die Formel 5 mit 2^' und g'^ so erhalten wir zwei Formeln, welche

sich auf den Fall beziehen, wo £' zweistufig ^ 2J vierstufig ist, nämlich:

xp=p'^.G+p'g' .p^ge
und

ocg-^p'g^G + g'^.fge,

wofür wegen der Incidenzformeln auch geschrieben werden kann:

9) *i'=y^G+y^Ä+</'..pY,
10) xg=^p''.G+g',.G+ <J, .fg,+ /^ • pY..

Multipliciren wir zweitens 6 mit j)' und mit g\ so resultiren zwei

Formeln, welche sich auf den Fall beziehen, wo Z" und 2?' heidt

dreistufig sind; nämlich:

11) xp =-p'^.gs+g's .p^ + p'^.p^ +p'g'e -pge ,

12) xg -p'^
. gs + g's .^ + g's -pge+ p'g'e .gs •

19*
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Multipliciren wir drittens 5 mit p^^, mit g% und mit g\^ so resul-

tiren drei Formeln, welche sich auf den Fall beziehen, wo 2;' drei-

skifig, ^ vierstufig ist; nämlich:

13) V -P" • ^ +P'9'e -P'9e +P''-P'9e ,

14) xgp=p''.G + g\.G-\-g's.p'ge,

15) xge=p'g\.G + g\.p^ge.

Natürlich kann man Formel 13 auch aus Formel 6 erhalten, indem

man letztere mit pp^ multiplicirt, ferner die Summe der Formeln

14 und 15, indem man Formel 6 mit gg^ multiplicirt, endlich die

Summe der Formeln 13 und 15, indem man 6 mit p^g multiplicirt.

Die Formeln für zwei gegebene vierstufige Systeme kann man

wieder auf verschiedenen Wegen erhalten, z. B. indem man 5) mit

2)'^, mit y^'e und mit g\ multiplicirt; dann kommt:

16) xp^ = '^'^g\.p^ge (auch als Zahl der Schnittstrahlen zweier

Kegel mit gemeinsamem Scheitel),

17) ^i)^.=yV..ö^ + ö^'.pV.+yV..Ä,
18) xg. = G\G \^^g\ ,G + G'. p'ge

.

Die Formeln 15, 17, 18 erledigen zugleich das Charakteristiken-

problem für den Fall, dass die beiden Systeme von Gebilden F in

einer und derselben Ebene, nämlich in der Ebene der Bedingung

ge liegen. Lässt man diese Bedingung aus den Formeln ganz fort,

indem man sie mit in die Definition des Gebildes F aufnimmt, so

hat man in 15, 17, 18 statt G gege, statt G' g\g\, statt g\ g^g\

zu schreiben und dann geg\ aus allen Symbolen fortzulassen; dann

kommt:

19) ^-y.^.+^'-i^',

20) xp= '^Kge-\-g'ey-\-^'-p\

21) xg = g\.ge+p'^.ge + g\'P^-

Beispielsweise übersetzen wir Formel 19 in Worte:

„Sind in einer festen Ebene ein einstufiges System Z und ein

ziveistufiges System Z} von Gebilden F gegeben^ deren jedes aus eine^n

Strahle und einem darin befindlichen Punlde besteht^ so erhält man

die Zahl der den beiden Systemen gemeinsamen Gebilde, indem 7nan

die Ordnung der von den go^ PunUen in 2J gebildeten Curve mit der

Zahl midtiplieirt y welche angiebt, tvieviel Gebilde F in 2^' eine ge-

gebene Gerade haben, ferner den Grad des von den co'^ Strahlen in E
gebildeten Ortes mit der Zahl midtiplicirt , ivelche angiebt, wieviel Ge-

bilde F in 2J' einen gegebenen PunM haben und darauf endlich die

erhaltenen beiden Producte addirt (cf. § 14 am Schluss, pag. 57)."
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Die Formeln 5 und 6 ergeben auch ohne Weiteres die For-

meln für die gemeinsamen Gebilde F von mehr als 2wei Systemen.

Sind drei Systeme gegeben, so haben sie eine endliche Anzahl von

Gebilden F gemein, wenn ihre definirenden Bedingungen die Dimen-

sionssumme 5 haben, d. h. ihre Systeme die Stufensumme 10 haben

und so fort. Ueberhaupt haben i Systeme mit der Stufensumme s

immer ein [6^ — 5 (i— 1)J- stufiges System von gemeinsamen Gebilden

(§ 3). Beispielsweise bestimmen wir die Anzahl der Gebilde, welche

fünf gegebenen vierstufigen Systemen

^17 ^27 ^37 ^4; ^5

gemeinsam sind. Bezeichnet immer «,• die Zahl derjenigen Gebilde

aus Ui, welche ihren Strahl in einer gegebenen Geraden besitzen,

ßi die Zahl derjenigen Gebilde aus Z,- , welche ihren Strahl in einer

gegebenen Ebene und zugleich ihren Punkt auf einer gegebenen

Geraden haben, so ist die einfache Bedingung ^,-, dass ein Gebilde

r dem Systeme 2Ji angehört, nach Formel 5 gleich

p.ai + g.ßiy

wo p und g die einfachen Bedingungen bedeuten, dass ein Gebilde

r seinen Punkt auf einer gegebenen Ebene besitze, seinen Strahl

eine gegebene Gerade schneiden lasse. Demnach erhält man für

die fünffache Bedingung ^i^2^3'2'4%; dass ein Gebilde P allen fünf

Systemen angehöre, die Formel:

22) ^i^2^3^4% = («1 -P + ßl '9) (^2 -P + ß2-9) («3 -P + ß^-y)

la^.p + ßi-g){cC5.p + ßr,.g).

Nach Ausführung der rechts angezeigten Multiplicationen erhält

man 32 Glieder, von denen nur diejenigen von null verschieden

sind, welche eines der drei Symbole

p^g% p^g\ pg"^

enthalten. Nun ist aber pY=l; P^9^-^y P9^-^ (§ 19) ;
also

kommt für die gesuchte Zahl x der den fünf Systemen gemeinsamen

Gebilde, wie man leicht übersieht:

23) X^\. («i«2«3^4ft + 0^i«2«4Aft + «l«2«5ft^4+ 0fl«3«4Aft

+ a.a^arj^ßi + «i «4 «5/^2/53 + a^a^aj^ßr,

+ a^a.^arj,ß^ -f «2«4«5/5ift + «3«4«5^ift)

+ 2 . {a,a,ß,ßj, + a,a,ß,ß,ß, + cc,aj,ß,ß, + «1 cc,ß,ß,ß^

+ «2 «3^/^4/55 + «2«4AA/^5 + «2 «5Aft/34

+ cc,aJ,ß,ß,-}-a,a,ß,ß,ß, + a,a,ßJ,ß,)

+ 2 . {a,ß,ß,ßj, 4- (^-Aß^ßJ'. + ^-Aß^ßJö + «4AÄftft

+ c,rj,ß,ß,ß,)-
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Durch duale Umformung der hier abgeleiteten Charakteristiken-

formeln erledigt man das Charakteristikenproblem für das Gebilde,

welches aus einem Strahle und einer durch ihn gehenden Ebene besteht.

Das Charakteristikenproblem unseres Gebildes F lässt sich auf
eine zweite Art lösen, wenn wir von Anfang an nicht von dem
einstufigen Strahlsysteme ausgehen, welches die beiden Systeme E
und 2:' mit der Stufensumme 5 gemein haben, sondern von dem
zweistufigen Punktsysteme, das sie beide gemein haben müssen.
Durch jeden Punkt dieses Punktsystemes gehen dann ein Strahl g
und ein Strahl g\ Fassen wir je zwei so zusammengehörige g und
y als Strahlenpaar zusammen, so wissen wir nach der Formel 40
des § 15, dass es

solcher Strahlenpaare giebt, bei denen die beiden Strahlen derartig
unendlich nahe liegen, dass jede durch sie gelegte Ebene als ihre

Schnittebene aufgefasst werden darf. Dabei bedeutet e die Beding-
ung, dass die Yerbindungsebene der beiden Strahlen g und g^ durch
einen gegebenen Punkt geht. Wir haben daher noch die Beding-
ungen e^ und ep durch die auf g^ g\ p^ y bezüglichen Symbole
auszudrücken. Dies gelingt leicht durch die Formeln 39 und 49
des § 15, wenn wir beachten, dass andere Goineidemen als solche,

die die Bedingung e erfüllen, nicht Statt haben Immen. Es ergiebt
sich demnach aus der Formel 39 des § 15:

ep=9e-^g\+]?'',

und aus der Formel 49 des § 15:

e^-^gcj -p^.

Nun ist die dreifache Bedingung, dass ein Punkt p mit einem
Punkt y identisch ist, d. h. dem betrachteten zweistufigen Punkt-
system angehört, nach Formel 15 in § 13 gleich:

p'-\-pV+pp"+p".
Folglich ergiebt sich für die gesuchte Zahl x der den beiden Sy-
stemen 2; und 2j' gemeinsamen Gebilde F

oder

24) ^-ip'+py+pp''+p'').(g,-g,-2.p' + gg'+g'^^^-g',).

Führt man hier die Multiplication aus und wendet die Incidenz-

formeln an, so erhält man die Formel 2 noch einmal, wodurch eine
interessante Controle ermöglicht ist. Speciell ergiebt sich, wenn
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Z' einstufig und 2J vierstufig ist, die Formel 5 auf folgende

Weise

:

=P^9e . 9' + (pVp - P'ge) . P'

= f9e'9' -^Gr-P''

Die Formel 6 gewinnt man zum zweiten Male, indem man zuerst hat

:

^ = P^ '9\ - P^ '9'e +i)'^ -1^9' +P{9p-9e-~ '^P') .yV
und daraus durch die Incidenzformeln findet:

X=P^.9'p-P^-9'e-\-P^-9'e+P^.p'^-\-p9e-9'e+P9e.f'

-[9s .y^+y .p'''^ —P9e .y^ — 2y .p'^

=y.^'^+M..^'.4-^..y'.

Von den zahlreichen Anwendungen, welche die erhaltenen

Charakteristikenformeln bei Anzahlproblemen finden können, sollen

folgende hier angeführt werden.

.1. Formel 19 spricht einen Satz aus, von welchem der bekaimte,

von uns schon in den §§ 4 u. 14 (p. 14 u.51) bewiesene Satz über die Zahl

X der Ciirven eines Systems ^ die eine gegebene Curve berühren, ein sjje-

cieller Fall ist. Bezeichnet man nämlich bei der gegebenen Curve

jede Tangente mit ^' und ihren Berührungspunkt mit p\ ferner bei

dem gegebenen Curvensystem jede Tangente mit g und ihren Be-

rührungspunkt mit Pj so erhält man bei der Curve ein einstufiges

System von Gebilden F mit dem Strahle g^ und dem Punkte p\

bei dem Curvensystem ein zweistufiges System von Gebilden F mit

dem Strahle g und dem Punkte ]g. Wendet man dann Formel 19

an, so ist y die Ordnung m der Curve, g^ der Rang n der Curve,

ge die Zahl v der eine gegebene Gerade berührenden Curven des

Systems, y die Zahl ft der durch einen gegebenen Punkt gehenden

Curven des Systems; also ist:

x = m.v-\-n.ii.

II. Gerade so kann man aber mit Hilfe der obigen Charakte-

ristikenformeln zu allen Anzahlen gelangen, welche sich auf das

Gemeinsamhaben von Tangente und Berührungspunkt beziehen.

Fasst man z. B. auf einer Fläche F von der Ordnung n und dem

Range r jede Tangente g mit ihrem Berührungspunkte p zusammen

und ebenso auf einer zweiten Fläche F^ von der Ordnung n^ und

dem Range r' jede Tangente g^ mit ihrem Berührungspunkte p\ so

erhält man zwei dreistufige Systeme von Gebilden F. Wendet man

auf diese Systeme die Formeln 11 und 12 an, so hat man alle
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Symbole gleich null zu setzen, ausser ji>//^ , r/^, j/r/^, (/^, welche be-

züglich gleich tij r, n\ / sind. Formel 11 giebt demnach nichts

anderes, als dass die Schnittcurve der beiden Flächen vom Grade

n.n^ ist; Formel 12 aber giebt:

als den Grad der Linienflächey tvelche von den Schnittlinien der Tan-

gentialebenen in gemeinsamen Punicten gehüdet ivird. Ist zweitens

eine Raumcurve von der Ordnung n und dem Range r und ausser-

dem ein dreistufiges System von Raumcurven gegeben, aus welchem
immer cp eine gegebene Gerade berühren, % eine gegebene Ebene
in einem gegebenen Punkte berühren, so giebt Formel 5:

n.(p-\-r .%

als die Zahl derjenigen Baumcurven des Systems, welche die gegebene

Baumctirve berühren. Ebenso liefert drittens Formel 6 die Zahl'

derjenigen Baumcurven eines gegebenen einstufigen SystemSj tvelche

eine Baumcurve aus einem gegebenen zweistufigen Systeme berühren.

Ferner ergeben sich leicht die Anzahlen für die Berührung von

Flächen mit Raumcurven. Ist nämlich viertens eine Raumcurve
^^ter Ordnung, r*^*" Ranges und ausserdem ein einstufiges System von

Flächen gegeben, von welchem ^ durch jeden gegebenen Punkt
gehen, v jede gegebene Gerade berühren,, so liefert Formel 5:

n.v-\-r.^i

als die Zahl derjenigen Flächen des Systems, tvelche die Baumcurve

berühren. Ist fünftens eine Fläche von der Ordnung n und dem
Range r und ausserdem ein einstufiges System von Raumcurven
gegeben, von welchem v eine gegebene Gerade schneiden, q eine

gegebene Ebene berühren, so liefert Formel 6:

v.r-\- Q.n

als die Zahl derjenigen Baumcurven des Systems, ivelche die gegebene

Fläche berühren. Es seien sechstens zwei zweistufige Systeme von

Raumcurven gegeben, so dass das erste a Curven, das zweite d
Curven durch einen gegebenen Punkt schickt, ferner das erste b

Curven, das zweite V Curven einen Strahl eines gegebenen Strahl-

büschels berühren lässt, endlich das erste c Curven, das zweite c'

Curven eine gegebene Ebene in einem Punkte einer gegebenen Ge-

raden berühren lässt; dann ergiebt Formel 11:

a\b -\-y .a -\- a\a -\- d .c
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als die Ordnung der Curve der Berührimgspmihte von allen möglichen

zivci sich berührenden Giirvmi der beiden Systeme, und Formel 12:

a'.b + b'.a + b'.c-i-c'.b

als den Grad der Linienfläche der zugehörigen Berührungstangenten.

Es seien siebentens fünf einstufige Systeme 2^^, E.,, 2^^ 2'^, 2^^ von

Flächen gegeben, so dass immer aus dem Systeme 2.^- ^ii Flächen

durch einen gegebenen Punkt gehen, vi eine gegebene Gerade be-

rühren. Setzt man dann in Formel 23 immer ^i statt jedes /3/, Vi

statt jedes «/, so erhält man die Zahl derjenigen Strahlen des Bau-

mes, welche von fünf den fünf Systemen angehörigen Flächen in einem

und demselben PunJcte berührt tverden.

III. Wir fassen auf einer Fläche F jede Tangente g mit ihrem

Berührungspunkte 2^ und auf einer zweiten Fläche F' jede Haupt-

tangenie g' mit ihrem Berührungspunkte p' zusammen. Dann er-

halten wir ein dreistufiges und ein zweistufiges System, deren ge-

meinsame Elemente wir nach Formel 6 bestimmen können. Bezeichnet

71 die Ordnung, r den Rang von F, u' die Ordnung von F' und a'

die Zahl der in einem ebenen Schnitte von F' liegenden Haupt-

tangenten, so ist nach Formel 6:

2.n'.r-\-a'.7i

die Zahl derjenigen PunJcte auf der Schnittcurve der beiden Flächen

F und F', deren Tangenten Haupttangenten für F' sind. Sind beide

Flächen punktallgemein, so ist nach § 33:

r= n(n—l) und a' = 3n' (n' — 2)

zu setzen; dann wird aus der obigen Zahl:

2nn' (n - 1) + 3nn' {n' — 2)
oder

nn'(2n-\-3n'~-S),

wie auch in Salmon- Fiedler's Raumgeometrie (Art. 438) gefunden

wird.

IV. Gegeben sind zwei strahlallgemeine Complexe G und C,
von denen C n^^'^ Grades, C n'^'''^ Grades sei. Jeder Strahl g in G
enthält nach § 36 (p. 271) vier Punkte, welche Spitzen von Gomplexcurven

werden, die g berühren. Jeden dieser vier Punkte fassen wir als

Punkt p mit g zu einem Gebilde F zusammen und thun darauf

dasselbe für den Complex C". Dann erhalten wir zwei dreistufige

Systeme von Gebilden F, welche oo^ gemeinsame Elemente haben.

Die Strahlen dieser gemeinsamen Elemente bilden eine Linienfläche,

deren Grad uns Formel 11 liefert. Die Punkte der gemeinsamen
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Elemente bilden eine Ciirve, deren Grad sich aus Formel 12 be-

stimmt; wir haben nämlich nach § 36, pag. 271 zu setzen:

p^ = 3.n{n-2), g,=-4:.n^ pge= n (3n - 2),

p'3_ 3 ^

^^f
(^/ _ 2)^ g\ = 4 . n\ p'g\= n^ (3 n^ - - 2).

Setzt man diese Werthe in die Formeln 12 und 11 ein, so erhält man:

xp = 2nn' (9iin' — 6n — 6n' — 2).

Die erste Zahl ist der Grad des Ortes aller derjenigen go^ Strahlen,

ivelche m zwei den beiden gegebenen Complexen n^^" und n'^'^"' Grades

angehörigen Complexcurven RiicMehrtangenten mit gemeinsamer Spitze

sind. Biese Spitzen selbst bilden eine Curve, deren Grad die zweite

der obigen Zahlen angiebt

V. Um noch eine Anwendung auf ein Problem der inetrischen

Geometrie zu zeigen, fassen wir auf einer gegebenen Fläche F n^''''

Ordnung, r^^^ Ranges jede Tangente g mit ihrem Berührungspunkte

p zu einem Gebilde F zusammen und auf einer zweiten Fläche JP'

^^rtcu Grades, r^^"""^ Ranges, /i;'*^'' Klasse jeden Punkt y mit seiner

Normale g\ Dami erhalten wir ein dreistufiges System ^ und ein

zweistufiges System Z\ Die Zahl der ihnen gemeinsamen Gebilde

finden wir durch Anwendung der Formel 6, indem wir gs=^y^

pg^= fij y ^ = n' und g\ gleich der Zahl der in einem ebenen Schnitte

von JP' liegenden Normalen setzen. Diese Zahl fanden wir in § 4

Beispiel 6 gleich dem Range / der Fläche i^"; also ist:

n! .r-\-n.r^

die Zahl derjenigen PunUe auf der Schnittcurve der beiden Flächen,

in denen die Normale zu der einen Fläche die andere Fläche berührt,

d. h. in denen die beiden Flächen sich rechtwinUig schneiden. Hat

man statt der Fläche F ein einstufiges System von Flächen, aus

welchem ^ durch einen gegebenen Punkt gehen, v eine gegebene

Gerade berühren, so bilden diejenigen Punkte auf der Fläche F',

in denen eine Fläche des Systems rechtwinklig schneidet, eine

Curve, deren Grad man aus Formel 9 gleich

^i . (n' -\-r')-\-v. n'

erhält. Um daim noch nach Formel 10 den Grad der von den

Normalen dieser PunUe gebildeten Linienfläche zu erhalten, müssen

wir ausser den Werthen der Symbole p''^ und g'e den Werth von

g'pj d. h. die Zahl der von einem gegebenen Punkte ausgehenden

Normalen kennen. Hierfür erhielten wir in § 4, Beisp. (j, n'-\-r'-]-]c'^

also giebt Formel 10 den Grad der genannten Linienfläche gleich

^.{n'-\-2.r'-\-k')-{-v.{n' + r').
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§ 40.

Ableitung und Anwendung der Charakteristikenformel

für den Strahlbiischel (Lit. 52).

Die Constantenzahl des Strahlbüschels ist 5. Wir betrachten

daher zwei gegebene Systeme von Strahlbüscheln Z und Z\ deren

Stufensumme 5 ist. Jede Ebene eines Strahlbüschels in U heisse

e, der auf ihr befindliche Scheitel Pj jede Ebene eines Strahl-

büschels in Z' heisse e\ sein Scheitel p'. Beide Systeme haben oo'^

Ebenen gemeinsam. Die dreifache Bedingung, dass eine Ebene
sowohl 2J als Ebene e, wie auch U' als Ebene e' angehört, ist

nach der der Formel 15 in § 13 dual entsprechenden Formel gleich

Auf jeder der oo^ gemeinsamen Ebenen liegt nun ein Punkt p
und ein Punkt p'. Die zweifache Bedingung sg^ dass zwei solche

Punkte so zusammenfallen, dass ihr Verbindungsstrahl g durch

einen auf der gemeinsamen Ebene beliebig angenommenen Punkt
geht, d. h. eine beliebig gegebene Gerade schneidet, ist nach § 13,

Formel 2, gleich

oder

P^+p'^ + ge-eg-i-e^.

Die Symbole ge und g kann man aber durch die auf p) und p'

bezüglichen Symbole ausdrücken, wemi man beachtet, dass alle Co-

incidenzen von p und p' nothwendig die Bedingung g erfüllen müssen,

dass also alle g nicht implicite enthaltenden Coincidenzsymbole
gleich null sind-, demnach ist

0=-pp'-ge,
0=p-{-p' -g.

Demgemäss erhalten wir für sg:

p2 4-^2 _j_^y ~ep — ep' 4- el

Also ist die fünffache Bedingung ^, dass ein Strahlbüschel den
beiden Systemen H und 2:' angehören soll, ausgedrückt durch die

Stammformel:

1) oc= (e' + e'e' + ee''+ e'') (p'-^p'' +pp' -ep~ e^ + 6'^.

Die fünffachen Symbole, welche man nach Ausführung der
Multiplication erhält, hat man nun wieder nach den Dimensionen
der auf E oder Z' bezüglichen Bedingungen zu ordnen; dann kommt:
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X = [e' (iß
- ep + e^ + [c' . e' {p' - ep + e^) +i>' . e' (p - e)]

+ [e'^ . c {p^ -ep + e^) + e'j>' . e^ {p - c) +p'' . e']

+ [e'^ . 0' - ei^ + e") + e'V • ^ (P -~ ^0 + c'f' . e^]

+ [e'Y . (i?
- e) + e'

Y'2
. e] + [eVl

Wendet man jetzt die Incidenzformeln XIII und XIV des § 10

an, indem man die Symbole i?ß und ^e' einführt, so erhält man:

2) X= (p'e^) + (e' . ep^ + p' . e^p) + (c'^ .|/ 4.
^pf .^ +^2 ^ ^,3)

Eine Controle dieser Stammformel ist dadurch gegeben, dass

dieselbe sowohl durch duale Umformung, wie auch durch Ver-

tauschung der gestrichelten und der nicht gestrichelten Symbole in

sich selbst übergeht. Ist nun 2;' einstufig, E vierstufig, so ver-

schwinden alle Symbole mit Ausnahme derer in der zweiten

Klammer; diese aber liefern den Satz:

Bie Zahl x der gemeinsamen Strahlbüschel eines einstufigen Systems

Z' und eines vierstufigen Systems 2J ergieht sich aus:

3) x=p^ .pe^ -f e' . p%
Ebenso erhält man, wenn U' zweistufig, 2J dreistufig ist, aus

der dritten Klammer den Satz:

Die Zahl x der gemeinsamen Strahlhüschel eines zweistufigen

Systems 2J' und eines dreistufigen Systems E ergieht sich aus:

4) x=p^^.e^-]-p^S .pe-^(^^ .p^.

Auf die Formel 2 hätten wir auch durch die dual entsprechende

Betrachtung gelangen können. Dann hätten wir von der Fläche

der gemeinsamen Punkte der beiden Systeme ausgehen müssen und

wären zu der Formel 2 durch Vermittelung einer anderen Stamm-

formel gelangt, nämlich durch:

X= (p^+p'p' -\-pp"' +y') (e' + e'^ + ee' ~pe -pe' +2^^).

Die Gestalt der beiden Formeln 3 und 4 hätten wir auch durch

das in § 37 besprochene und schon in § 39 angewandte Elimina-

tionsverfahren erkennen können, sobald wir einsahen, dass es beim

Strahlbüschel mit dem Scheitel p und der Ebene e möglich ist, jede

einfache Bedingung durch p und e, jede zweifache durch p'^, pCj e^

auszudrücken.

Wir gehen nun zu den abgeleiteten Charakteristikenformeln

des Strahlbüschels über. Dieselben beziehen sich auf Systeme,

deren Stufensumme grösser als 5 ist, und folgen aus 3 und 4 durch

symbolische Multiplication mit p'y e' u. s. w.
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Ist 2:' zweistufig, ^ vierstufig, so ist:

5) xp =_p'^ .pe^ +ye' .^^e,

6) ice =ye'.i)e^ + e'^.jp^e.

Ist 2J' dreistufig und auch 2J dreistufig, so ist:

8) xe =y^ . e^ + e'^ .^e+y e' .jpe + i[l d . e^ + e'^ .p^.

Ist Z' dreistufig und 27 vierstufig, so ist:

9) xp^=p^^ .pe^-{-p^^ .p^e-^p^e^p^ßj

10) a^i)e =y^ .pe^ +pV .i?e^+y e' .^^e + e'^
.
p^e,

Ist 2J' vierstufig und auch 2^ vierstufig, so ist:

12) xp^=p^'^d .p^e,

13) xpe=p^^S .pe^-\-p^d^ .p^e,

14) xe^=p^d^ .pe^ (auch als Zahl der Schnittpunkte

zweier Plancurven).

Eine naheliegende Anwendung der Strahlbüschelformeln bezieht

sich auf die Berührung von Flächen. Die Tangenten einer Fläche

bilden nämlich ein zweistufiges System von Strahlbüscheln, und

man sagt von zwei Flächen, dass sie sich herUhren., wenn die ihnen

angehörigen Strahlbüscbelsysteme ein gemeinsames Element be-

sitzen. Folglich sind die theilweise schon in § 14 aus den Coin-

cidenzformeln abgeleiteten Anzahlen für die Berührung von Flächen

specielle Fälle der Formeln 3 bis 14. Eine Fläche F n**^^ Ordnung,

r*^^ Ranges, Ä;*^^ Klasse besitzt nämlich ein zweistufiges System von

Tangentenbüscheln, bei welchem zu setzen ist:

p^ = nj pe= rj e'^ = 'k.

Femer ist bei einem einstufigen Flächensystem p^ gleich der

Zahl ft der durch einen Punkt gehenden Fläche, pe gleich der

Zahl V der eine Gerade berührenden Flächen, e^ gleich der Zahl q

der eine Ebene berührenden Flächen. Endlich ist bei einem zwei-

stufigen Flächensysteme p)^^ gleich der Zahl d- der eine gegebene

Gerade in einem gegebenen Punkte berührenden Flächen, pe^ gleich

der Zahl g) der eine gegebene Gerade in einer gegebenen Tangen-

tialebene berührenden Flächen. Folglich ist die Zahl derjenigen

Flächen eines einstiifhgen Systems (^, v, q), welche eine Fläche (n, r, h)

heriihren^ nach Formel 4 gleich

n.Q-\-r .V -\-]c. ft.
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Sind zwei einstufige Fläcliensysteme (^, v, q) und (^', v\ q')

gegeben, so liefern die Formeln 7 und 8 die Ordnung der Curve der

BerührungspunUe und den Grad des Orts der Tangentialebenen von

allen möglichen zwei sich heriihrenden Flächen der beiden Systeme^

und zwar die erste Zahl gleich

die zweite Zahl gleich

Ist eine Fläche {n, r. Je) und ein zweistufiges Flächensystem

('^? 9)) gegeben, so findet go^ mal eine Berührung statt. Die Ord-

nung der Curve der Berührungspunkte ergiebt sich dann nach Formel

5 gleich

n.(p-]-r .d'j

und der Grad des Orts der zugehörigen Tangentialebenen gemäss

Formel 6 gleich

r . cp -{- Je . d-,

Ist endlich ein einstufiges Flächensystem (^, v, q) und ein

zweistufiges Flächensystem (ß^, cp) gegeben, so bilden die Berüh-

rungspunkte eine Fläche, deren Grad nach Formel 9 gleich

ist, ferner die zugehörigen Tangentialebenen einen Ort, dessen Grad
nach Formel 11 gleich

Q .(p-{- Q .d'-\-V .cp

ist, und endlich die Tangenten in den Berührungspunkten einen

Complex, dessen Grad die Formel 10 gleich

liefert.

Um eine zweite Anwendung der Charakteristikentheorie des

Strahlbüschels zu haben, lösen wir das folgende Problem. Man
soll bestimmen, wie oft es vorkommt, dass bei fünf gegebenen

strahlallgemeinen Liniencomplexen C^, Cg, 63, Q, Cr, von den Graden

%, ^2, n^j %, W5

die fünf in der nämlicJien Ebene liegenden Gomplexcurven sicJi in einem

und demselben BunJäe schneiden. Man bezeichne mit Zi die einfache

Bedingung, dass ein Strahlbüschel dem Complexe d angehört.

Dann stellt sich die gesuchte Zahl als der Werth des Symbols

^i 02^3^4-^5 d3,r. Nun wissen wir aus dem Vorhergehenden, dass jede
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der fünf Bedingungen durch zwei auf den Stralilbüschel bezügliclie

Bedingungen ausdrückbar ist, etwa durch p und e, wenn p bedeutet,

dass der Scheitel auf einer gegebenen Ebene liegen soll, und e be-

deutet, dass die Ebene des Strahlbüschels durch einen gegebenen

Punkt gehen soll; also ist

Multiplicirt man mit pe^, so erhält man ai als die Zahl der-

jenigen Strahlbüschel, welche, dem Complexe d angehörig, die Be-

dingung pe^ erfüllen, d. h. als die Ordnung einer Complexcurve

in G, also nach § 36 gleich

ni . (rii — 1).

Multiplicirt man mit p^e^ so erhält man wegen des Dualitäts-

princip ganz dasselbe, also

Ui . {fli — 1).

Demnach ist

Zi = fli . (fli — 1) (^ + e).

Folglich ergiebt sich für die gesuchte Zahl:

^l ^2 ^3^4% = ^1 0^1 - 1) ^2 (?h - 1) ^3 (^3-1) '^hK- 1) ^5 (%- 1) (P+ ef
= n.n.n^n^nr, (n, - 1) (n, - 1) (^3 - 1) (fi^ - 1) (n^ - 1)

(lOp^e^+lOp'^e^)

= 20 . n^n.,fi^n^fir^ (n^ - 1) (n, - 1) (n^ - 1) (n^ - 1) (^^5 - 1).

§ 41.

Ableitung und Anwendung der Charakteristikenformeln für

das Gebilde, welches aus einem Strahle, einem auf dem
Strahle liegenden Punkte und einer durch den Strahl

gehenden Ebene l^esteht (Lit. 52).

Die Constantenzahl dieses Gebildes F ist 6. Wir betrachten

demnach zwei Systeme 2J und 2J' mit der Stufensumme 6 als ge-

geben. In 2J bezeichnen wir jeden Strahl mit ^, den darauf befind-

lichen Punkt mit p, die hindurchgehende Ebene mit e, in 2J' nennen

wir die analogen Hauptelemente g\ p\ e\ Nach der Analogie der

Ableitung der Stammformeln in §§ 39 und 40 finden wir für unser

Gebilde F die sechsfache Bedingung x^ dass ein F den beiden

Systemen gemeinsam ist, ausgedrückt entweder durch:

1) x= {G-^g,g'-^cj,y\ -V9eg\-^gg\-^Gr') {p+/ -9) (e+ e' -g)

oder durch:
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{e-^e^-g)
oder durch:

3) x= {e'-Ve'e^-\-e^^'^^'){ge-gj,-2e'+gg^-Yg\-g\){pJ^p^^g)

oder durcH:

4) x= (e^ -\- e^ e^ -\- ed^ -{- e'^) (j)'^+ p'^ +pp' — ep — ep' + e^)

(g+g'-p-e)
oder durch:

5) x==(p^ -{-2f"p' +pp'^ +p'^) (e^+ e'^+ ee' - ep --pe! -\-p^)

{g-\-g''-e~p).

In allen fünf Fällen erhält man nach Ausführung der Multi-

plicationen rechts und nach Zusammenfassung der Symbole, welche

für 2^ oder U' gleiche Dimension haben, mit Benutzung der In-

cidenzformeln ein und dasselbe, nämlich:

6) x= [peG]-\-[p' ,eG+ e' .pG+g' ye']

+ Lp" . e'gj, +p^e'.G+ e" .p'ge+ g'p .p'e+^e .pe^]

i-[p'^'egp+7e''gs-\-f^'^-Pge-\-p'g'e-e^-\-g's.pe+e'g'p.p'']

+
Ist 2^' einstufig, U fünfstufig, so giebt die zweite eckige

Klammer die Zahl der gemeinsamen Gebilde; also:

7) x=p\eG+ e'.pG+ g\p^e\

Ist 2^' zweistufig, U vierstufig, so erhält man aus der dritten

eckigen Klammer:

8) x^p'Ke^gp-\-p'e'.G-]-e'Kp^ge+g'p.p^e+g'e.pe^.

Ist 2^' dreistufig, Z auch dreistufig, so giebt die vierte eckige

Klammer die Charakteristikenformel:

9) x=p'Kegp-}-p'e',gs+ e'^.pge+p'g'e-e^+g\.pe+ e'g'p.p^

Die Formeln, welche auf Systeme Bezug nehmen, deren Stufen-

summe grösser als 6 ist, erhalten wir durch symbolische Multipli-

cation der Formeln 7 bis 9. Wir erwähnen von diesen Formeln

der Kürze wegen nur diejenigen, bei denen die Systeme 27 und 2'

beide als vierstufig vorausgesetzt sind. Für solche Systeme gelten

die Formeln:

10) xp'' =-~p^e. G'+ G. p''e' + {p'e+pe') .p"g'e ^p'ge . 0' e'' -^p'^e'),

11) xpe=p^e.p''e'+ e^p.e"p'-\-G.{p''e'-\-2ye")-{-{p^e-\-pe'),G'

-\-fe . e^'g'p + e^g^ .
p'^ e'+ e^p .pJ^g\ -\-p'^ge • e^''p\

12) xe'=^peKG'-\-G.p^(^^-\-lp^e+ pe^)J^g'j,-Ve''gp.{p'd'-\-p'^d),
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13) xg, -^-p'e.G'+ G ./^e'+ G . ^'-g', + e'g, . G' +fge . e'^/,

14) xg.=pe' .G'+ G.p'P+ G .p"g', +p'g, . G'+ e'g, .p"g',

+p'g,.e''g'^ + G.G'.

Von den vielen Anwendungen, die diese Formeln gestatten,

lieben wir die folgenden hervor.

I. Man fasse bei einem Complexe n^^^ Grades jeden Complex-

strabl zusammen mit dem Berührungspunkte und der Ebene jeder

ihn berührenden Complexcurve. Dann erhält man ein vierstufiges

System U von Gebilden F; für dieses ist zu setzen:

(r = 0, p^ge = e^gp = n, p^e=pe^ ==n{n—l).

Man erzeuge nun in derselben Weise aus einem zweiten Com-

plexe w'*®^ Grades ein vierstufiges System Z^ von Gebilden F, und

wende dann auf Z und E^ die Formeln 10 bis 14 an. Dann erhält

man die bekannten (Voss, Math. Ann. Bd. IX, pag. 87) Charaktere

der Brennfläche der den beiden Complexen gemeinsamen Gongruem.

II. Man fasse bei einem Complexe n^^"^ Grades jeden Complex-

strahl zusammen mit einer seiner vier Wendeebenen und der zuge-

hörigen Kegelspitze. Dann erhält man ein dreistufiges System Z
von Gebilden F, für welches zu setzen ist:

p^ = e^= ?t .n{n — 2)j p)9e = egp = n.(ßn — 2), gs=-=4:.nj

pe= 2 .n{n—l)(n — 2) gemäss § 36, pag. 271.

Man erzeuge ferner in derselben Weise aus einem zweiten

Complexe n'^^"^ Grades ein zweites dreistufiges Z' von Gebilden F
und wende dann auf Z und Z' die Formel 9 an; dann erhält man
den folgenden Satz:

In der Congruenz, welche der Schnitt eines Complexes w'^" Grades

mit einem Complexe n!*^^ Grades ist, befinden sich:

4:.n.n'(2.n^ + 2.n'^ + 9.nn'-lS.n-lS.n' + 20)

Strahlen, welche zu zwei, den beiden Complexen angeh'örigen ^ in der-

selben Ebene befindlichen Complexcurven BücMehrtangenten mit gemein-

samer Spitze sind.

III. Formel 9 giebt die Zahl derjenigen Baumcurven eines zwei-

stufigen Systems, tvelche eine Baumcurve eines andern zweistufigen

Systems so berühren, dass die dem Berührungspunkte angehörigen

Schmiegungsebenen zusammenfallen.

IV. Formel 8 giebt die Zahl derjenigen Flächen eines zweistufigen

Flächensystems, welche mit einer gegebenen Fläche eine Normale so

Schubert, Kalkül der abzäLlenden Geometrie. 20
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gemein haben, dass mich ein darauf gelegenes Krümmungscentrum und
die zugehörige Hauptlcrümmungsebene zusammenfallen.

V. Formel 9 giebt die Zahl derjenigen Ebenen, welche aus zwei

gegebenen zweistufigen Systemen von Complexen Complexcurven aus-

schneiden, die einen vierfachen Punkt sammt einer seiner vier Tan-

genten gemein haben (cf. in § 36 Formel 35 und 36).

VI. Formel 8 giebt die Zahl solcher Complexe eines zweistufigen

Systems von Complexen, deren singulare Fläche die singulare Fläche

eines gegebeneti Complexes derartig berührt, dass die der Berührungs-

stelle angehörigen singulären Strahlen beider Complexe zusammenfallen.

VII. Um die Zahl derjenigen Ebenen zu bestimmen, welche von

drei gegebenen Complexen Complexcurven enthalten, die sich in einem

und demselben Funkte berühren, haben wir mit Hilfe von Formel 8

die zweifache Bedingung auszudrücken, dass die in einer Ebene e

befindliche, einem der Complexe angehörige Complexcurye den

Strahl g in p berührt und darauf die so für die drei Complexe
resultirenden drei Formeln zweiter Dimension mit einander zu mul-

tipliciren. Dadurch erhalten wir, wenn die Gradzahlen der drei

Complexe %, n^.^ n^ sind, für die gesuchte Zahl

4
. Wi . ^2 • ^3K + n^ + ^3 - 3).

Ebenso, wie das in den §§ 39, 40, 41 behandelte Gebilde,

lassen sich noch viele andere aus mehreren Hauptelementen zu-

sammengesetzte Gebilde behandeln. Beispielsweise erwähnen wir

noch das Gebilde T', welches aus einem in fester Ebene befindlichen

Punkte p und Strahle g besteht, aber so, dass p und g nicht inci-

dent sind. Auf die von einem solchen Gebilde erzeugten drei-

stufigen, d. h. durch eine einfache Bedingung definirten Systeme

kam C leb seh in der Theorie der algebraischen Formen. Er
nannte solche Systeme Connexe (Lit. 52a). Ist z irgend welche ein-

fache, dem Gebilde F' auferlegte Bedingung, so ist immer;

= a.p-j-ß.g,

wo a angiebt, wieviel Gebilde z und die Bedingung p)gf, erfüllen,

ß angiebt, wieviel Gebilde z und 2^^fJ erfüllen. Clebsch nannte a

die Ordnung, ß die Klasse des durch z bestimmten Connexes. Sind

vier Connexe C^^ C^, Q, C^ mit den Ordnungen a^, a^, a^, a^ und

den Klassen ß^, ß.^, ß^, ß^ gegeben, so kann man fragen nach der

Zahl X der ihnen gemeinsamen Gebilde F Diese Zahl x ergiebt

sich sehr leicht aus:
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X = (a,p + ß,g) (a^p + ß^g) (a^p + ß^g) (a^ + ß^g)

= («1 «2 /^S /54 + «1 «3A /34 + «1 «4ft ft + «2 «3 ßi ßi + «2 «4^1A
+ «3«4ftA)i^V

= aj«,/33/34 + «i «3^/3^ + 0:1 «4/33/33 + «2 «3/3^/34 + «2«4ftA + «3«4ftA7

welchen Ausdruck auch Lindemann (Clebscli's Vorles. pag. 940)

findet.

§ 42.

Charakteristikentheorie des Gebildes, welches aus einem Strahle

und n darauf befindlichen Punkten besteht (Lit. 53).

Dieses Gebilde F^ welches wir „gerade Funktgnippe^^ nennen

wollen^ hat die Constantenzahl 4 + ^i. Wir betrachten daher zwei

Systeme S und -S', deren Stufensumme 4 + w ist, und bezeichnen

für Z jeden Strahl mit g^ die darauf befindlichen Punkte mit

Pl) P21 P'd) P4.J"-Pny

ebenso für E^ jeden Strahl mit g^ und die darauf befindlichen

Punkte mit

P'l, P'2, P'si'-'P'n'

Verfahren wir nun analog wie in den §§ 39, 40 und 41, so

erhalten wir für die (4 + w)- fache Bedingung Xy dass eine gerade

Punktgruppe den beiden Systemen gemeinsam ist, die folgende

Stammformel:

1) x = (G + gsg' + g^g'j^+ geg'e+ gg's+G') (p, +p\ - g)

{P2 +P'2-9)--'(Pn-\'P'n-9)'

Durch Ausführung der Multiplication und Zusammenfassung der

Symbole, welche für Z oder £' gleiche Dimension haben, kann man

aus dieser Stammformel die Charakteristikenformeln für alle Fälle

erhalten. Nach § 37 können wir jedoch dieses Verfahren durch

ein bequemeres ersetzen. Wir brauchen nämlich der Formel 1

nichts weiter zu entnehmen, als die Erkemitniss, dass, wenn Z'

einsiiiüg ist, die betreffende Charakteristikenformel keine weiteren

Bedingungen aus Z' enthält als

9', P\, P\, P\y'P'n,

dass, wenn -S' ^^^mstufig ist, die zugehörige Charakteristikenformel

keine weiteren Bedingungen aus E^ enthält, als

<7'o g\y 9'P\, 9'lhy'"9'p'ny p\p\y P\p'S, " 'P'n-ip'n,

und so fort. Hieraus ziehen wir den wichtigen Schluss, dass die

Zahl der gemeinsamen geraden Punktgruppen eines ^"-stufigen

20*
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Systems S^ und eines (4 + n — i) - stufigen Systems £ sich immer

durch m auf 2 und m auf 2' bezügliche Bedingungen ausdrücken

lässt, wo,

wenn i=l ist, m gleich l+w^ wird,

wenn i= 2 ist, m gleich 2 + w^ + Wg wird,,

wenn i= 3 ist, m gleich i + 2 . ^^^ + Wg + ^«3 wird,

wenn i = 4 ist, m gleich 1 + 7^l + 2 . Wg + % + ^^4 wird,

also überhaupt

2) m = ni -\- fii-i -\- 2 . w,-_2 + ^,--3 + ^^-4

wird.

Wir haben dann nach den allgemeinen Betrachtungen des § 37

freie Wahl darüber, welche m «- fachen Bedingungen wir zur Auf-

stellung der Charakteristikenformeln verwenden wollen. Dabei stehen

uns auch die Coincidenzbedingungen zu Gebote, welche in § 34 durch

die auf g und die n Punkte p bezüglichen Grundbedingungen aus-

gedrückt sind. Da die Benutzung dieser Coincidenzbedingungen die

Charakteristikenformeln auf die möglichst einfache Gestalt bringt, so

führen wir dieselben hier ein, und zwar mit denselben Symbolen

wie in § 34. Es bezeichne nämlich e mit gewissen Ti neben ein-

ander gesetzten Indices, dass die l Punkte p, welche ganz dieselben

Indices haben wie £, zusammenfallen, ferner p, p^ oder p^ mit 1c

neben einander gesetzten Indices, dass die 1c Punkte j), welche die-

selben Indices haben, wie ^9, p^, p^ coincidiren und dabei ihre Co-

incidenzstelle bezüglich in einer gegebenen Ebene, auf einer ge-

gebenen Geraden, in einem gegebenen Punkte haben. Wir schreiten

nun zur Aufstellung der Charakteristikenformeln selbst.

Ist das System Z' einstufig, so wissen wir, dass jede einfache

auf 2^' bezügliche Bedingung sich durch

ausdrücken lässt; wir können daher schreiben:

3) g^ß.g'^ «1 .p\ -f «2 .p'2 + «3 'P's + -'-(^n.p'ny

WO ß, «1, «21 •••^« Coefficienten sind, die von der Natur der Be-

dingung abhängen. Um dieselben auf die einfachste Weise durch

(4 + w — l)-fache Bedingungen auszudrücken, die sich auf das durch

definirte vierstufige System beziehen, multipliciren wir mit solchen

vierfachen Bedingungen, dass möglichst wenig Symbole in Formel

3 von null verschieden werden. Wir erreichen dies durch Multi-

plication mit den Bedingungen:

9P\23...nj Grp23A...n, GpiU ... n, - " G1pi2 . . . n-U
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Dadurch erhält man:

und so fort. Denkt man sich also z als die definirende Bedingung

des Systems E^ so kommt für die Zahl x der E und 2' gemein-

samen geraden Punktgruppen:

4) x = g\gp\2u ...n + v\' G-p^u ...n -\-p\ . Gpxzi...n

Hieraus ergeben sich eine Reihe von abgeleiteten Charakteristiken-

formeln, z. B. durch Multiplication mit g\

:

5) Xgs = Cr'. gp\23l ...n -\-'p\g\ . G-P2Z4. ...«+...

= (t'. ^P^234 ...n-VG-\ Gp23i ...n +P'\g'' Gp2S4. ...»+...

Aus dieser Formel erhält man die Formel 18 des § 39 durch Spe-

cialisirung, indem man nämlich n = 1 setzt.

Ist zweitens E' zweistufig, so dürfen wir für jede zweifache Be-

dingung z die Gleichung schreiben:

6) ^ = «12 -^12 + «13 •i>'l3 + . . . + «1 .y 'l + «2 'P'\ + • •
•

+ ß^g'p+ 7-g'e.

Die ^2 + ^1 + 2 Coefficienten bestimmen wir durch Multiplica-

tion mit
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ö^i?34...w; woraus dann ersichtlich, dass es für n = 2 zu der Bedin-

gung G wird. Die abgeleiteten Charakteristikenformeln schreiben

wir der Kürze wegen nur für ?^ = 2 specialisirt. Wir multipliciren

demnach 8) mit g^ ge, gp<, gs und erhalten zunächst für den Fall,

dass ^'' dreistufig, ^ vierstufig ist:

9) xg = r/V,2 . G + g^p\ . gp.,^ + g'p\ • 9Pi + 9^ ^fn + u\ • gdW^-

Die erschienenen Symbole könnte man theilweise noch mit Hilfe

der Formeln des § 34 umgestalten, z. B.

^yi2 = 9'e £'i2 +y 'l2 = 9'eP\ + g\p\ " ^'. +^'12,

^y '1

=

<jep\ +y\, yy^ =^'.^2 +i>"2

;

dann kommt:

'•^9 - o\p\ • Gi + ^'.^2 • ^ " ^^ • G +y^2 .
G^

+ 9'ep\ . ^1^2' +y\ . 9P2 + i/'.i/a •m' +'/\ • ^i>i^

Weiter erhalten wir für den Fall, dass beide Systeme vierstufig

sind, aus Formel 8:

10) xge = g\p\^, .
G + g\p\ . gp^^ + ^'.y '2 • 9Pi' + G\ gep.p^

1 1) xgj, = ^(/'^y^g . G^ + g'j,2)'\ . r/,^^' + g'pP2^ • ^i?i^ + ö^'-F 12

= g'se\,,G-\-p'\,.G + g'p'\.gp,' + G'.gp,'

+ 9'p'%^9P^ + (^'^gPi' + G'yi2
= (</y\ + ^y'2 + ^')

.
^ +y\2 .

^ + ^'.i>\2 +^y^ .^i>2'

+^y '2 • 9Pi^ + G'. gp,' + G^'. (/i>/

:^G\G-^ G'.p\, +p'\, .G + G\ gp,' + g'f\M + G'. gp,'

+ g'p% . G +^y\ . gp^^ +^y =^2
• 9Pi^-

Die zuletzt geschriebenen Formen der rechten Seiten der Formeln

10 und 11 gehen durch Vertauschung der gestrichelten und der

nicht gestrichelten Symbole in sich selbst über und liefern insofern

eine Controle. Endlich erhalten wir für den Fall, das 2' fünfstufig,

2" vierstufig und n = 2 ist:
'

12) xg, = g'sp\^ . G + g's2)'\ • ^i^a'' + 9'sp'% • gpi^

=^y\2 ^ + ^'12 ^'. ^ + ^y 1 . 9P2' + (^'p'2
. 91h'

= g'p'\, . G + 6^^! . G + ^y2 . G + (/y^
. ^i>/+ ^y2 '9Pi''

Ist drittens E^ dreistufig, so dürfen wir für jede dreifache Be-

dingung s die Gleichung ansetzen:
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13) Ä' = «123 'p'lp'^P's + «124 -^1 P'2 P\+ • •
•

+«i2-y'i2+«i3-y'i3+---

-f- «1 .y\ + «2 .y\ + . .

.

+ A-iA^'. 4-^2.^2^'.+ •• •

Um die % + «2 + ^ • '^1 + ^ Coefficienten zu bestimmen, multipliciren

wir mit den Bedingungen

geP%i...nj gep\i...nj-'-,

P%'d...n, i?^3...n,...,

gePilhPA'-'Pn^ 9ePiP3-"Pn

P 12-6. . .w
Dann kommt:

^Crp^5 ...n = «123 • 1? ^G-P35 ...n== «m ' ^ y " )

^geP^34: . . . « = «12 • 1 5 ^^eiJ^24 . . . « = 0^13 • 1 ) • • V

^i>^23 ...« = «1.1, ^i^^3 . . . „ = «2 • 1 ? • • •

)

^geP2P3Pi . . -i?«
== ^1 . 1 + «123 • 1 + «124 • 1 + • • • «1, «-1, n,

^gePiP^PA . . -i?« = ft . 1 + «213 • 1 + «214 • 1 + • • • «2, n-1, »z;

und so fort, endlich noch:

^i>\23 . . . n= r- Demnach ist: 7=^^23...«,
ferner:

«123 = ^i^45 . . . «, «124 = ^i^35 ...«,•••,

«12 = geP^U ...ny «13 = gePSi . . . n, - • •

,

aber
«l=i5^234...7i, «2=i>^34

ßl = geP2P'6P4. -"Pn ^ «123 ~ «124 - • •
•

= geP^PiP^. '" — ^Pi^n — ^i>35 ... ^ "...

,

ß2 = 9ePiP3P4.'-'-^Pi^-n—G-p35...n—"-

und so fort, und zwar so, dass bei dem Ausdruck für den Coeffi-

cienten ß mit dem Index i alle diejenigen Symbole Gi) zu subtra-

hiren sind, welche alle möglichen n — 3 Indices enthalten, unter

denen i sich nicM befindet. Wir erhalten demnach für die Zahl x

der einem dreistufigen Systeme ^' und einem (1 +n)- stufigen Sy-

steme Z gemeinsamen geraden Punktgruppen:

14) X =1/1^2^3 • ^i>45 ...n +P'iP'2P\ ' G-P35 . . . « -f . .

.

H-y '12 • gePSi ...n +i>"i3 • 9eP\^ .... + ..•

+y\ .i?^234 ...n +i>'\ .P^34 ...« + ••.

+ ^'5.i>\23...«

. +y1 y« • geP2P3PA • • • +^2^^ • gePlPsPl"+-"
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Der grösseren Deutlichkeit wegen specialisiren wir diese Formel

für n = 3; dann erhalten wir:

+P'\ •P\z -\-p'\ •P\s +P'% •/l2 + 9's .i>\23

+P\9'e . gePiPs -\-p'29'e • gePiPs ^P'sg'e • <7ei?ii>2

-p\g'e . G -p'2g'e . G -p\g\ . Gr.

Für >« = 4 würden die negativen Glieder heissen:

-p\g\ . {Gp., + Gp^ 4- <^i^4) -^2 9\ . (G^Pi + G^i)3 + Gp^)

-p',g'e.(Gp,-]-Gp,-]-Gp,).

Mit Hilfe der Formel 18 des § 34 kann man die Symbole p\p\p\j

p\p\p\ u. s. w. aus der Formel 14 fortschaffen und Coincidenz-

symbole einführen, indem man z. B. setzt:

p\p\p'i -p'm +p\9'e ^-p\Je -\-p\g\ - g\.

Dann kommt statt Formel 14:

16) X= p'i23 • ^i^4 ...n+y124 • ^^^35 ...« + ..-

+ P^\2 • 9eP\ ...n 4-y^3 • 9ePV ...,. + ...

4-y\ .i)^23 . . . n +y\ . P^34 . . . n + . .
.

+ 5'..^ 123

\-p\g\'geP2Pi...nPn-\-p\g\.geVlP'i...nPn-\-''.

— 9's . (G^i>45 . . . « H- (tP25 ...«+...);

welche Formel man auch direct hätte finden können, wenn man
von Anfang an die Bedingungen p'123 ^^^ ^^ ^^^^ ^lur Darstellung

der Charakteristikenformel gewählt hätte.

Um ein Beispiel einer abgeleiteten Charakteristikenformel zu

haben, multipliciren wir Formel 15 mit g'] dann kommt:

^9 = 9'P\P\P\ ' ^ + 9'P'\2 ' 9eP3^ + 9'P'\8 . 9e P2^ + ^'^23 '9ePi^

+ 9P'\ •P%S + 9'P'% 'P\, + 9'P'\ . P\2 + ^'./l23

+^1^''« • 9eP2Pz +P'29's . ^.i?ii?3 +y3 9's • ^.jöiiJg

-^1^', . G -p'2 g's . G^ -^3 9's . ^•

Jetzt ersetzen wir die in dieser Formel entstandenen vierfachen Be-

dingungen sämmtlich durch Coincidenzbedingungen mit Benutzung

der Formeln 13 bis 18 des § 34; wir setzen also z. B.

^yiy2y3 =y'l23 +9'e (P'l2 +yi3 +^'23) + 2 . G^',

p\9's=g\p'\

9eP2Pz=9eP2Z-^G'

Ferner schreiben wir statt ^'j)'\ das damit identische g\p^^i u. s. w.,

sowie statt g' p'^12 ^i^ Summe p'\2 + g'ep'12 ^- ^- ^' Dann er-

halten wir:
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17) xg^p'\,,.G + G'.p\,,

H-y'l2 'lh^9e 4-iV^i3 .p^^ge -hp%3 'lh'9e

+f\9'e-Ä +P'\9'e -iAs +P'%9e ./12

+ 9'eP'i2 ' 9ePi + 9\lhz ' 9elh^ + ^.^33 . OeP^'

-\-p'\9'e . 5'^Pl2 -^P'%9'e . ^'.ÄS -i-y's^« • 9ePi2y

eine melirfach vom Verfasser controlirte Formel, welche ganz all-

gemein den Grad der Linienfläclie der Strahlen von allen denjenigen

geraden FunMgruppen mit drei Funhten angiebt, die zwei gegebenen

vierstufigen Systemen gemeinsam sind.

Wenn viertens das System 2' vierstufig ist, so wählen wir als

charakterisirende Bedingungen der Gleichförmigkeit wegen lauter Co-

incidenzbedingungen und zwar reichen zur Darstellung der Charak-

teristikenformel die folgenden n^+ n^ + 2 . yi^ -\-n^-\-\ Bedingungen

aus:

P 1234? P 1235 ; • •
•

*)'2 ^f2
P 123? P 124)***

y\2? y'i3;---

9\p\. 9'ep\,... und G\

Demnach setzen wir für die beliebige vierfache Bedingung z folgen-

dermassen an:

18) Z= «1234 .^1234 + «1235 •yi235 + • • •

+ «123 • A23 + «124 -y'm + • •
•

+ «12-y\2 + «13-y'l3 + ---

+ ^2 • ^V12 + fts • ^Vl3 + • • •

+ a^,g\p\-^a,.g\p'^^-\-...

-\-y.G\

Um die Coefficienten zu bestimmen, haben wir mit passend ge-

wählten Bedingungen zu multipliciren ; wir wählen dazu wieder

lauter Coincidenzbedingungen, und zwar

Gpf,Q,.,nj Gp46...n,"-j

gep\5...ny 9eP\5...n^--'f

JP 34 . . . w; i> 24 . . . n; • . •
;

9eP34:...ny ^«^24 . . . «j • • ,

i?^23...n, p\3...nj"-y

Pl2S4....n'

Freilich kommen wir dabei auf Producte von Coincidenzsymbolen,

deren numerischer Werth nicht unmittelbar erkannt werden kann.
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Doch entgehen wir jeder Schwierigkeit in der Deutung solcher Pro-

ducte, wenn wir uns den einen Faktor immer durch Nichtcoinci-

denzSymbole ausgedrückt vorstellen, gemäss den in § 34 entwickel-

ten Formeln. Hat man so die n^ -\-n^-\-2 . n^ + n^ -\- 1 Gleichungen

zur Bestimmung der Coefficienten aufgestellt, letztere berechnet

und die erhaltenen Werthe in 18) eingesetzt, so erhält man schliess-

lich für die Zahl x derjenigen geraden Punktgruppen, welche dem
vierstufigen Systeme ^^ und dem ^^- stufigen Systeme ^ gemeinsam

sind, die folgende Formel:

19) X =yi234 • ^i^567 . . . n + 2?'i235 ' ^1^467 ...» + •..

+y^23 • 9eP\h ...» 4-y^24 • 9eP%h ...» + ...

+ y^y12 • oeP'd^ . . . « + ^'.y13 • 9eP24. ...»+...

+ I^'^y12 • (^i^56 ...n-\- G-P36 ...» + •.•)

+ 9'eP'is • {(^P56 . . . n + ^i?26 ...« + .••) + •••]

4- g'eP'\ 'P\s ...n+ 9'ep'% ^p'lS ...« + •.•

— [9'eP'\ ' (G-P56 ...n-i- Gpm . . . n + • • •)

+ ^V\-(^P56. ..«+.. .) + ••.]

-I- G^.PU^ ...n

+ [ö^'.(5'.i?34... » + ...)]

-[G^'.(^.i>\...n + ...)]

-\-2.{G\G).

Der grösseren Deutlichkeit wegen specialisiren wir diese Formel

noch für w = 4; dann erhalten wir für die Zahl x derjenigen ge-

raden Funidgruppen mit vier Punlcten, ivelcJie zwei vierstufigen Systemen

gemeinsam sind, die folgende Formel:

20) ^=/i234.^
+/'l23 • geP^^ +y'i24 • geP^^ +f\z^ • geP^^ +^234 • ^^i>l'

+y'l2 ./34 +y'l3 •i^'24 +P'\a 'P\'6 +P'\3 P\i + P'\4. 'P\'6

+P'%i'P\2

-^g'eP'n 'geP3i+g'eP\3-geP2i+ g'eP'u.geP2S+g'ep\s'gePu

+ ^'.^24 • 9ePl^ + g'eP'u ' 9ePi2

+ {g'eP\2 + ^''.y13 + 9'eP\4. + ^«^23 + ^^^24 + ^^^34) •
^

+ 9'eP'\ y2U+g'eP'% -^134 + g'eP% •P'u, + g'ep'\ .^123

~ {g'ep\^g\p\^-g\v% +g\p'\) • G
+ ö^'-i5l234

4- (^'. (^,jPi2 + geP^^ + ^.i)i4+ ^«1^23 -\-9eP24. + ^'^^'34)
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Man sieht, dass diese Formel durch Vertauschung der gestrichelten

und der nicht gestrichelten Symbole in sich selbst übergeht, wo-

durch eine Controle gegeben ist.

Es bietet nun gar keine sachliche Schwierigkeit, die Charak-

teristikenformel für ein i- stufiges und ein (4-f-^^ — ^-stufiges System

hinzuschreiben ; doch würde es sehr viel Raum in Anspruch nehmen,

vollkommen deutlich zu schreiben, welche Producte dann auftreten

und welche nicht. Die Gestalt der allgemeinsten Charahteristikenformel

wird jedoch schon deutlich erJcennhar, tvenn tvir dieselbe für ein nicht

m Meines i und n specialisirt schreiben. Wir wählen n = 9 und ^ = 6

;

dann ergiebt sich für die Zahl x derjenigen geraden Punktgruppen,

welche einem sechsstufigen Systeme ^' und einem siebenstufigen

Systeme £ gemeinsam sind, die folgende Formel, bei welcher jede

hinter eine eckige oder runde Klammer als Index gesetzte Zahl

angiebt, wieviel Producte von Symbolen diese Klammer enthält.

21) X=[p 123456 • ^789 + • * Jsi

~r L^ i^ 12 •i'3456789 '
* ' •Jsß

I LJP 12345 • 9eP 6789 ' • • •Jl26

~^WeP 123 -P 456789 + •• 084

+ Lp 1234 'P 56789 ~1~
• • •Jl26

"I l9 eP 1234 • 9eP5ßlS9 I • • -1126

+ [>'«y1234 • (^&7 + ^i>568 + ^i>569 + • • OlO

+ 9'ey1235 • (^i^467 + ^1^468 + ^Pm + • • OlO + • • Jü, . 5,= 1260

+ [^'^12 • (^«i^34567 +^^JP34568 +^«i^34569 + • • 021 + • • .]9,.7,= 756

- [9'eP'\23 • (^i>456+ ^i>457+ ^i>458+^Pm +•
' •)20+- • .]93.63=-1680

- [G-'P'12 • (^.i>'3456 + geP\ir,^ + ^.1^3458 + 9eP%ir,0 + • • Osö

+ .
. .]92 . 7^ = 1260

+ 2 . [^yi2 • (^Ä7 + (^P56S + ^i'569 + • • 035 + • • '\. ^. -= 1260.

Durch symbolische Multiplication der Formeln 20 und 21 erhält

man leicht die abgeleiteten Charakteristikenformeln für die Fälle,

wo die Stufensumme der gegebenen Systeme die Constantenzahl

4 + ?^ der geraden Punktgruppe übefrtrifft

Sind n und die Stufen der beiden Systeme kleiner als in 21),

so kann man die betreffende Charakteristikenformel auch aus der

Formel 21 ablesen; man hat jedoch dabei Folgendes zu beachten.

Soll das Symbol (rj^yga vierter Dimension werden, so wird daraus

(r, soll es aber noch niederer Dimension werden, so ist es gleich

null zu setzen. Was aus geP^ß^s^ wird, wenn es dritter Dimension

werden soll, erkennt man, sobald man den Incidenzformeln gemäss
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dafür ^«1>6789"~ ^^6789 setzt. Dann sieht man, dass dafür g^ und,

wenn es von noch niederer als der dritten Dimension werden muss,

null zu setzen ist. Ebenso lassen sich die übrigen Symbole mit

Benutzung der Incidenzformeln leicht deuten. Beispielsweise ent-

nehmen wir der Formel 21 die Charakteristikenformel für den Fall,

wo w = 2, -S dreistufig und -S' auch dreistufig ist. Dabei werden

die Summen, welche in der Formel 21 von der ersten, zweiten,

siebenten, achten, neunten, zehnten, elften eckigen Klammer ein-

geschlossen werden, zu null. Aus der dritten eckigen Klammer

wirdy^g-^«; aus der vierten ^'5 .j^^jg? ^^^ ^^^ fünften y\.j>2^+i>'^2-iA)

aus der sechsten (fel^\>geVt~^ 9^
6l[}\'gel^\\ also kommt:

22) X =i)'\2 -gs^g's .P'i2 +y^ -Ä^ H-y^2 -Vl^g'elJx -üeP^,

Eine naheliegende Anwendung der auf zwei vierstufige Systeme

bezüglichen Charakteristikenformeln der geraden Punktgruppe folgt

in § 43; hier sollen nur noch einige auf den Fall n-=2 bezüg-

liche Formeln in anderer Form ausgesprochen werden.

I. Die Gleichung 22 löst das folgende Problem: Gegeben ist

eine a-ß- deutige Beziehung zweier Funkträume und ausserdem eine

a'-ß'- deutige Beziehung zweier PunMräume. Gesucht wird die Zahl^

welche angiebt, wie oft ein durch die erste Beziehung zusammengehöriges

Punhtepaar sich deckt mit einem Punhtepaare der zweiten Beziehung,

so dass auch die Verbindungsstrahlen zusammenfallen. Bewegt sich

der erste resp. zweite Punkt der ersten Correspondenz auf einer

Geraden, so beschreibt der zweite resp. erste Punkt eine Raum-

curve, deren Grad A resp. B sein möge. Eine durch die eben an-

genommene Gerade gelegte Ebene enthält also A resp. B Punkte

der Raumcurve. Nun ist es nicht nothwendig, dass die A resp. B
Verbindungss^rahlen dieser Punkte mit den durch die Correspon-

denz zugehörigen Punkten der Geraden sämmtlich in der angenom-

menen Ebene liegen. Es mögen dies nur a resp. b unter jenen A
resp. B Verbindungsstrahlen thun. Die übrigen d= A — a= B — b

Yerbindungsstrahlen verbinden also Punkte, welche auf der an-

genommenen Geraden coincidiren. Ferner sei c der Grad des Linien-

complexes, welcher von den sämmtlichen Verbindungsstrahlen zu-

sammengehöriger Punkte der ersten Correspondenz gebildet wird.

Endlich mögen die analogen Zahlen für die zweite Correspondenz

mit denselben Buchstaben, aber gestrichelt, bezeichnet werden.
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Dann ist nach Formel 22 die gesuchte Zahl x der den beiden Corre-

spondensen gemeinsamen PunUepaare immer ausgedrückt durch:

23) x = a.ß + ß.a! -^a.V ^l.a' + c.d' -{-d.d.

II. Ist specieller in fester Ebene eine a-/3- deutige Beziehung der

beiden Punktfelder dieser Ebene und ausserdem eine a'-/3'- deutige

Beziehung gegeben, so hat min Formel 10 anzuwenden, indem man

die Bedingungen ge und g\ aus den Symbolen fortlässt^ weil dieselben

in die Definition der beiden Correspondenzen eingefügt sind-., dann kommt:

^ =yi2 • 9e +i>7 .i>2^ +y\ 'Pl^ + 9'e -Pn + 9'e • 9e'

Nun ist p^^ gleich a, p^^ gleich /3, p'\ gleich «', p'\ gleich ß'

zu setzen. Bewegen sich der erste und der zweite Punkt je auf

einer Geraden, so beschreiben der zweite und der erste Punkt zwei

Curven, deren Grade gleich sein müssen. Sind diese Grade gleich

Äj so ist es nicht nothwendig, dass die Verbindungsstrahlen der

durch die Correspondenz zusammengehörigen, und auf der ange-

nommenen Geraden liegenden Punkte sämmtlich mit der angenom-

menen Geraden zusammenfallen. Es mögen dies nur a unter jenen

J. Verbindungsstrahlen thun; die übrigen d= Ä — a Verbindungs-

strahlen müssen dann nothwendig Punkte verbinden, die auf der

angenommenen Geraden coincidiren. Endlich mögen die analogen

Zahlen für die zweite Correspondenz mit denselben Buchstaben,

aber gestrichelt, bezeichnet werden; demgemäss ist p^^ gleich ^,

ge gleich a, p\^ gleich d\ g\ gleich d zu setzen. Also ist die ge-

suchte Zahl X der den beidefii Correspondemen gemeinsamen PunJcte-

paare immer ausgedrückt durch die Formel:

24) x = a.ß'-{-ß.a'-\-d.a' + a.d'-\-a.a'.

Ist specieller die zweite Correspondenz dadurch verursacht,

dass man jeden Punkt einer in der festen Ebene gegebenen Plan-

curve w*^'" Grades mit jedem anderen auf ihr liegenden Punkte zu-

sammenfasst, so ist «' = 0, |3' = 0, d' = ny a' = n(n—l) zu setzen

und wir erhalten:

25) x = d.n(oi—l)-{-a.n-\-a.n(n—l)

= d.n{n—l)-{-a.n^

für die Zahl x derjenigen Pimktepaare der ersten Correspondenz , deren

beide Punkte auf eine Plancurve n^^'' Ordnung fallen. Dieses Resul-

tat konnten wir auch direct durch folgende Ueberlegung erhalten.

Da es in der ersten Correspondenz Ä Punktepaare giebt, deren

beide Punkte auf zwei gegebenen Geraden liegen, so liegen nach

den Bezout'schen Sätzen oder, was dasselbe ist, nach der Charak-
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teristikentlieorie des Punktes (§ 37), n'^ . Ä Punktepaare der Corre-

spondenz auf der Plancurve w*®° Grades, unter diesen befinden sich

erstens die gesuchten x^ zweitens auch diejenigen n . d Punktepaare,

bei welchen Coincidenz auf der Plancurve stattfindet; also ist

x = n^ . A — n.d= n^ (d-]-d) — 7i.d= n(n—l).d-{-n^.a.

III. Um in fester Ebene die Zahlen für die oo^ gemeinsamen

PunMepaare zweier dreistufiger Systeme aus den allgemeinen Formeln

abzulesen, specialisiren wir die Formel 4 für n = 2 und erhalten

Diese Formel multipliciren wir mit g'eC/'e und mit g'ep'121 dann kommt:

und

^9ePx2 = 9\l^n • 9eP^x2 + ^'.y^2 • GP^ + ^'.y12 • GrPx'

Fügt man jetzt wieder die Bedingungen ge und g\ in die De-

finition der vorausgesetzten Systeme, indem man sich die Systeme

in fester Ebene denkt, so hat man g\ und ge rechts fortzulassen,

und man erhält:

26) xge =p\g\ .p^ge +p\9'e -P^ge,

und

^Pl2 = 9'P'12 'P\2 +i)"i2 • 9eP2 +i>"l2 • 9ePi
oder:

^Pl2 = 9'e {P\ +^2 - 9') 'P\2 +y 'l2 • 9eP2 +^^'^2 '9ePi +^'12 '^12;

woraus sich dann bei fester Ebene ergiebt:

27) xp^^ = g\p\ .p\^ -^g^p^ .p\2 +y'i2 '9ePi +i>"i2 • 9eP2 +i/\2 •P'w

IV. Verbindet man die in 26 und 27 gefundenen Formeln mit

der in 25 gefundenen Formel, indem man für a und d die für

X9e und xp^2 erhaltenen Werthe einsetzt, so gewinnt man das

folgende Resultat. Wenn in fester Ebene zwei dreistufige Systeme von

Jhmläepaaren und ausserdem eine punMallgemeine Plancurve n^*^'' Ord-

nung gegeben sind, so ist die Zahl x derjenigen Punhtepaarej welche

den beiden Systemen gemeinsam sind und zugleich auf die Curve fallen^

ausgedrücM durch die Formel:

28) x = n,(n-l). [g'ei)\ .p^^ + ^.^2 'P\2 +/'i2 • 94h +1^\2 • 94h

+ i>'\2 •i>'l2] + ^'
• yep\ '9eP2^9'elh'9eP^.

Die in dieser Formel auftretenden Symbole lassen sich nun

leicht durch die schon in § 18 definirten BrilFschen Zahlen «, /3,

/, «', /3', y^ ausdrücken, wo a bezeichnet, wieviel Punkte j)^ auf

der Curve einem Punkte p^ durch eine Correspondenz C entsprechen.
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und ß bezeichnet^ wieviel Punkte ji^ auf der Curve umgekehrt einem

Punkte P2 entspechen, aber so, dass im allgemeinen ^^^ und ^^g niclit

zusammenfallen, wo ferner y bezeichnet, wie oft in jedem Punkte

der Curve zwei Punkte 2h "iid p2 coincidiren und wo endlich p\j

^2; «'? ß', y' die analogen Zahlen für eine zweite Correspondenz C
bezeichnen. Demnach ist, wie schon in § 18 besprochen ist,

^ • (Pi%) == « + r, n. (p'\p\) = «' + y'y

n • {lhP2') = ß + r, n, (p\ .p'%) = ß' + y\

Nun ist nach der Coincidenzformel 8 des § 13:

Ih^lh =Pl9e +i^'i2; PlP2^ =P29e +i>'i2

,

also:

ebenso;

«
, 7 ß , y 2

*'^^'-» + ^'-^'' P'^^''-^^ + i^-^''
^'''^ = >''

Setzt man diese Werthe in 28 ein, so ergiebt sich nach einiger

Umformung die Formel:

29) x = a.ß'-^ß.a'-(n-l)(n-2).y.y',

welche mit der BrilVsehen Formel (cf. Clebsch-Lindemann, pag. 446,

Formel 13) [Lit. 54]

x = a.ß' -Vß.a' -2.p.y.y'

völlig übereinstimmt, da für Curven ohne Doppel- und Rückkehr-

punkte {n—l).{n — 2) gleich dem doppelten Geschlechte 2 .p ist.

§ 43.

Bestimmung der Anzahlen für vielfache Secanten der

Hchnittcurve zweier Flächen.

Eine Fläche F w*"' Grades hat mit jeder Geraden g des Raumes

m Schnittpunkte

Pl, P2,"-Pm

gemein. Je i dieser Punkte bilden mit ihrem Träger g ein Gebilde,

welches die Definition des in § 42 behandelten Gebildes F für den

Fall n = i erfüllt und zwar erzeugt jede Fläche F ein vierstufiges

System solcher Gebilde, weil es im Räume oo^ Gerade giebt; folg-

lich lösen die Formeln des § 42, specialisirt für w=l, w = 2,

w = 3, w = 4, und so eingerichtet, dass die Systeme E und 2;' beide

vierstufig sind, alle Probleme, in denen gefragt wird:



320 Sechster Abschnitt.

I. nach der Zahl der Geraden, welche eine dreifache Bedingung

erfüllen und ausserdem eine Fläche F m*^^ Grades und eine

zweite Fläche F^ W*®^ Grades so schneiden, dass ein Schnitt-

punkt auf F mit einem Schnittpunkte auf JP' identisch ist;

IL uach der Zahl der Geraden, welche eine zweifache Beding-

ung erfüllen und zwei Flächen so schneiden, dass zwei

Schnittpunkte auf der einen Fläche zugleich Schnittpunkte

auf der anderen Fläche sind;

III. nach der Zahl der Geraden, welche eine einfache Beding-

ung erfüllen und zwei Flächen so schneiden, dass drei

Schnittpunkte beiden Flächen angehören;

IV. nach der Zahl der Geraden, welche die eine von zwei

Flächen in vier Punkten schneiden, die zugleich Punkte der

anderen Fläche sind.

Bezeichnet also Xi die ^- fache Bedingung, dass eine Gerade

mit zwei gegebenen Flächen F und F^ m*^^ und m'*^^ Grades die-

selben i Punkte gemein hat, so sind nach der Charakteristiken-

theorie des Strahls (§ 37) die unter I. genannten Probleme gelöst

durch die numerische Bestimmung der vierfachen Bedingung x^Qsy

die unter IL genannten Probleme reducirt auf die Bestimmung der

beiden Zahlen x^Qe und x^Qp-^ die unter IIL genannten Probleme

abhängig von der Zahl x^^g und das unter IV. genannte Problem

gelöst durch die Ausrechnung des Symbols x^. Diese fünf Zahlen

X^Qsj ^29e> ^29py "^iQj ^4

sind aber in § 42 ausgedrückt durch gewisse vierfache Symbole,

welche sich auf g resp. g^ und die m Schnittpunkte von g mit F
Pi> Ihy Pd) • • -Pm

resp. die w' Schnittpunkte von g' mit F'

P'u P\> P'8J"'P'm

beziehen. Von diesen vierfachen Symbolen zählen wir hier nur

diejenigen auf, welche sich auf F beziehen, weil aus ihnen die auf

F' bezüglichen durch Stricheln hervorgehen; die auf F bezüg-

lichen Symbole sind:

G^y Pl^'ge, #12; 9ePn, P\2Z, Pl2U^

und alle diejenigen, welche aus diesen sechs Symbolen durch Ver-

änderung der Indices hervorgehen. Alle diese Symbole aber sind

aus der Definition der Fläche leicht zu bestimmen resp. in § 33

berechnet. Es ist nämlich, wenn von i Schnittpunkten die Rede ist:
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G = m . (m — 1) . . . (m — i -\-
1)^

^.i)l2
= m.(m-2)...(m-^+l), [cf. Nr. 2 in § 33],

^9^23 = 2. m.(m-3)...(m-^+l), [cf. Nr. 5 in § 33],

Ä234 = ^-(ll^-24)(m-4)...(m-i+l) [cf. Nr. 11 in §33],

welche Werthe natürlich dieselben bleiben, wenn auch die Indices

sich ändern.

Wir erhalten daher nach Formel 5 in § 42 für w = 1 oder,

was dasselbe ist, nach Formel 18 in § 39:

I) x^gs = G.G' = m.m\

was auch unmittelbar ersichtlich ist, da die beiden F und F' eine

Raumcurve vom Grade m.m! gemein haben.

Die Werthe von a^g^e und a^g^^ werden unmittelbar durch die

Formeln 10 und 11 des § 42 geliefert; nämlich:

X2ge =G.G'-}- gePi2 'Cr' + Gr .p'^^

= m,(m — l).m'(m' — l)-\-m.m' (mJ — 1) + m
.
(m — 1) .

m

oder

IIa) rTg^e = m . m' (m . m' — 1)

,

was auch leicht aus der Zahl m.m! der in einer Ebene liegenden

und den beiden Flächen gemeinsamen Punkte geschlossen werden

kann; ferner ist:

^29p = G^ .
ö^' = m . (m — 1) . m' (m' — 1)

oder

IIb) X2gp ==mm' .(m— 1) (ni' — 1).

Den Werth von x^g ergiebt ohne Weiteres die Formel 17 des

§ 42, pag. 313; nämlich:

x^g = G .p'\23 +i>'i23 'G-'-i-G. {p\2 +p'iB +^23)^«

= m . (m - 1) (m - 2) . 2 m' + 2 . m . m' (m' - 1) (m' - 2)

+ m (m — 1) (w — 2) . 3 . m' (m' — 2)

+ 3 . m (m — 2) . m' (m' — 1) (m' — 2)

-\-2.mlm-l)(m-2).m' (W - 1) (m' - 2)

= m.m'(m-l)(m-2)[2 + 3m'-6 + m'2-3m'4-2]

+ m.m'(m'-l)(m'-2).[2 + 3m-6 + ^^'-3m4-2]
= m' .m(ni— 1) (m'—2). [m'^ — 2]

+ m. . m' (m' - 1) (m' - 2) [m^ - 2]

= m.m' .[2 7n^m'^ — 3m^m' — 3 7nm'^ -\-ßm-i-6 m' — 8]

oder

Schubert, Kalkül der abzählenden Geometrie. 21
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III) x^g = m . m' . (w^w' — 2) (2mm' — 3m — 3 w' + 4) [Lit. 55].

Endlicli haben wir noch x^^ zu bestimmen. Dies geschieht mit

Hilfe der Formel 20 des § 42, pag. 314-, danach ist:

X^=G .^1234 +Pl234 •
Ö^' + {9ePl2 -^^^34 -f ^«^1^18 'd'eP^A

+ 9ePi^ . g'eP'23 + ^.i^23 • ^'#'14 -^9eP 24 • 9^eP'n + ^^i^34 • ^^^12)

+ (9ePn + ^'«JPIS + 9ePi4.+ ^ei)23 + ^^i^24 + 9ePsd '
^'

+ G^.(^Vl2+^^yi3+yeyi4+y.l>'23+^V24+y«y34)+2.(^.(^'
= m . (^>i — 1) . (m — 2) (m — 3) . m' .(lim' — 24)

+ m .(lim- 24) . m' (m' - 1) (m! - 2) (m' - 3)

-\-6 .m (m — 2) (m — 3) . m' (7?^' — 2) (m' — 3)

+ 6.m (m - 2) (wj - 3) . m! (m' - 1) (m' - 2) (m' - 3)

-\-6 .m (m — 1) (m — 2) (m — 3) . m' (m' — 2) (m' — 3)

+ 2 . m. (m - 1) (m - 2) (w^ - 3) . m' (m' - 1) (m' - 2) (m' - 3)

= m (m — 1) (m — 2) (m — 3) . m' (lim' — 24)

+ m . (lim - 24) . m' (m' - 1) (m' - 2) (m' - 3)

+ 2.m(m— 2)(m-3).m'(m'— 2)(m'— 3).[m.m'+2mH-2m'-2]
= mm! [(m^ — 6m^ + H ^ — 6) (11 w^' — 24)

+ (lim - 24) (m'^-6m'2+ lim' -6)
+ 2 . (m^ - 5m + 6) (m'^ - 5m' + 6) (mm' + 2m + 2m' ~ 2)],

also:

IV) 0^4= mm' [2 . m^m'^ — 6m^m'^ (m + m') + 3mm' (m -f m')^

+ 18mm'(m4-m')— 26mm'~66(m+m')+144] (Lit. 55).

Bei jedem der erhaltenen fünf Resultate für x^gs, x^ge, ^29p>

x^gj x^ ist jede Gerade g so oft zu rechnen, als die den beiden

Flächen angehörigen Schnittpunkte Permutationen zulassen. Will

man also jede Gerade nur einfach rechnen, so hat man den Aus-

druck für jedes Xi enthaltende Symbol durch i! zu dividiren. Da
eine Gerade, welche von zwei Flächen F und F' dieselben i Schnitt-

punkte enthält, i-fache Secante der Schnittcurve beider Flächen ist,

so können wir die erhaltenen fünf Resultate in Worten auch so

aussprechen:

I. Die 00^ einfachen Secanten der Schnittcurve zweier Flächen
^^ten

^jj(j
^tten Oradcs bilden einen Complex vom Grade m . ni'.

IL Die Go^ zweifachen Secanten der Schnittcurve zweier Flächen
^^ten

^j^(j
^ften Q^radcs bilden eine Congruenz, deren Feldgrad

^mm' (mm' — 1)

beträgt, und deren Bündelgrad gleich

^mm' (m — 1) (m' — 1)

ist.
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III. Bie 00^ dreifachen Secanten der ScJmittcurve zweier Fläclien

m*^^ und m''^" Grades bilden eine Linienfläche vom Grade

^mm' (mm' — 2) (2mm! — 3m — 3m' -i- 4) [Lit. 55].

IV. Die Schnittcurve zweier Flächen m*^^ und m'^^" Grades enthält

-j^mm' \2m^m'^ — Qm^m'^ (m + m') + 3mm' (m + m')^

+ 18mm' (m + m') - 26mm' - 66 (m^ + m') + 144]

viermal schneidende Secanten (Lit. 55).

§ 44.

Charakteristikentheorie des Gebildes, welches aus einem

Strahlbüschel und n darin befindlichen Strahlen besteht.

Anwendung auf die zweien Complexen gemein-

same Congruenz.

Das Gebilde F bestehe aus einem Strahlbüscbel mit dem
Scheitel _p, der Ebene e und aus n in diesem Strahlbüscbel befind-

lichen Strahlen

9U 92> 93,-"9n-

Dieses Gebilde F sei Element eines Systemes U. Für ein zweites

von demselben Gebilde erzeugtes System Z' heisse der Scheitel p',

die Ebene e', die n Strahlen

9'l, 9'2l'"9'n-

Die beiden Systeme ^ und S' baben dann eine endliche Anzahl

von Gebilden F gemein, wenn ihre Stufensumme gleich der Con-

stantenzabl 5-j-w von F ist. Verfahren wir nun analog wie in

den §§ 39, 40, 41 und 42, so erhalten wir mit Benutzung der

Gleichung 1 des § 40 für die (5-f >^)-fache Bedingung x, dass ein

Gebilde F den beiden Systemen gemeinsam ist, die folgende Stamm-

formel:

1) x = (e' + e^e' + ee'^ + e'') (f -ep + e^ -\-pp' - ep' +p'^)

l9i-^9'i-p-e)(92-^9'2-p-e)'"l9n-\-9'n-p-e).

Die Ausführung der Multiplication behufs der Darstellung der all-

getneinen CharahteristiJcenformet könnte sehr umständlich erscheinen.

Wir wenden daher wieder das in § 37 erörterte Eliminationsver-

fahren an und entnehmen der Gleichung 1 nur, dass es bei dem

Gebilde F möglich ist, jede einfache Bedingung durch

21*
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jede zweifache Bedingung durch

e% ep, p% eg^, eg^,...egn, pg^ P92>"-P9n', 9i92> 9i9s>"'9n-i9n

und so fort auszudrücken. Dann muss es nämlich auch möglich

sein, jede einfache Bedingung durch irgend welche n + 2, jede zwei-

fache Bedingung durch irgend welche n2 + 2 .n^-^S von einander un-

abhängige Bedingungen auszudrücken. Ueberhaupt sind, wenn das

eine der beiden Systeme i- stufig, also das andere (p-\-n — i)-stuß.g

ist, atis jedem der beiden Systeme

ni-{-2 . ni-i 4- 3 . W/_2 + 3 . w,-_3 + 2 . ni-4. -f ni-^

Bedingungen erforderlich^ um die Zahl x der den leiden Systemen ge-

meinsamen Gebilde ausmdrücJcen. Auf kürzeste Weise ist dies mög-

lich, wenn wir, analog wie in § 44, gewisse ComÄew^-Bedingungen

zu Charakteristiken wählen. Es sind dies die schon in § 35 de-

finirten und dort in den Formeln 13 bis 28 ausgedrückten Beding-

ungen

5^123 ...?•; 9e 123 . . M 9p 123... ij 9sl25 . . . ij ^123 . . . t j

und die Producte dieser Bedingungen mit

Py ßy i>^ pe, e^, p^^ pe, 6^, p^e, pe^, p^e^.

Beispielsweise drücken wir fünffache Bedingungen aus durch

5^123457 ^i'1234, ^e 1234, ^«123, 6^^)123,^5^6123,

^12; 6^5'^ 12, P^9e 12, e^9el, P^9ply P^
^^

und diejenigen neuen Symbole, welche aus den genannten durch

Veränderung der Indices hervorgehen.

Die Methode zur Auffindung der Gestalt der Charakteristiken-

formeln ist wieder ganz dieselbe wie in § 42. Man lässt zunächst

die Coefficienten der i-fachen Symbole unbestimmt und bestimmt

sie dann durch symbolische Multiplication mit (5-f^ — ^)- fachen

Bedingungen. Um dann die Werthe der erhaltenen (b-{-n)-i2iQhQn

Symbole genau erkennen zu können, wendet man die Formeln 13

bis 28 des § 35 an. Schliesslich ergeben sich eben so viele Gleich-

ungen, wie Coefficienten zu bestimmen sind, nämlich

ni+ 2 . %_i 4- 3 . ni-2 + 3 . n/_3 + 2 . 7^,•_4 -f %-5.

Sollte es leichter erscheinen, statt mit Coincidenzbedingungen mit

anderen Bedingungen zu multipliciren, so kann dies auch geschehen.

Man hat dann nur nachträglich die eingeführten Nichtcoincidenz-

bedingungen vermöge der Formeln des § 35 schliesslich durch Co-

incidenzbedingungen auszudrücken, z. B.



Die Charakteristikentheorie. 325

91929^9^9^9^91 = 9i2^mi +i? (^«12345 + ^'«12346 + ..
.)

-\-e{gp 12345+. . .)+i^^ (5^^234 +...) + ^^ fel234+...)

-2. (6^,234+ ..-) + 20i>e(G^,2 + •••).

Durcli diese Mittel ist der Verfasser auf mehreren Wegen zu einer

und derselben allgemeinen Charakteristikenformel für das Gebilde

r gelangt. Da die Gestalt dieser Formel deutlicher erkennbar ist,

wenn für die Stufe des einen Systems eine l)estimmte Zahl ange-

nommen wird, so setzen wir das eine System -S' als siebenstufig^

also das andere System E als (5 + w — 7)-stufig, d. k (w — 2) -stufig

voraus. Dann ist die Zahl x der solchen Systemen gemeinsamen

Gebilde ausgedrückt durch die folgende Formel, bei welcher jeder

Klammer die Zahl der in derselben stehenden Producte wie ein

Index angefügt ist.

2) x = [p'^e'V12 . 0^34 ... n +p'^e'^g\s . ^24 . . . n + . • •]«,

+ [yVpl23 . 9p^5 ..-n -\-p'^9'pl24..gp36 ...« + .- ']n,

+ [e'V^123.^e45...n + ...]n3

"r L^ 1234 • ^s5 . . . w ~r • • «Jna

4- [yVel234 ^egp5...n + -- •]n,

+ [e'^g'p 1234 .pge5. . n + • • Jn^

+ |j>Vel2345 . e^gpQl ...« + .. Jns

+ [e'^'i>12345 'P^geß . . . n + . . .]ns

+ [g S12345 . ^6 ...«+• • Jms

+ [g'e 123456 • ß^^e 7 . . . n + • • Jng

+ [^'i> 123456 . P^gp 7 . . . n + .
. ]n,

+ [9'mi6ßTP^e^9s...n + '..]nr

+ We''9\2 +y'^'Vl3 + .. .)6 . ^^i^5 .... + .. .]6 . n,

4- [(p"e'Vi2 + • • Oe 'P9e5 ..... + .. Je . »,

+ [(f9'el23 + . . OlO • e^9p6^ ...« + •• -llO . n,

-f- [(p'^e'^g\^ -f . . .)io . e^^^e . . . n+ . . Jio . n,

H- [(yVi^l23 + . . .)lO P^9e6 . . . n + . . JlO . n,

+ We"g\, 4- . . .)io •P'9e^ • • • n + • • Jio . «3

- 2 . [O'^e'Vi2 + . -OlO . 0^6 . . . n + • . JlO . ..

+ [(e'Vi' 1234+ . . .)l5 • ^^9el ...n-h-- JlS . n,

- 2 . [(e'Vel23+ .
. .)20 • e^9e7 ...« + •• -120 . n«

4- Wg'e 1234+ . . .)l5 'P^9p^ • • « + '
'
JlS • «e

- 2 . [(>'Vpl23 + .
. .)20 -i^^^P 7 . . . n + .

. J20 . n,

+ [(y ^'.12345 + . . .)21 •P^ß^98 . . . n + .
. J2I . n,

4- [(eVi' 12345 + .
. .)21 • y6^8 . . . n + . . .]21 . n,

-h [O^'V« 1234 + . . .)35 'P^e^9s . . . n + .
. J35 . n,

k
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4- [(e'Vi^l234 4- . . .)35 -P^e^S . . . n + • . J35 . nr

- 2 . [(Ö^'i234+ .
. Osö -P^^^ffs . . . n + . . J35 . n,

+ 20
. [(y^.'V12 +y^^'Vis + .

. .)2i ^P'e'gs ...„ + .. J.i . „,

Will man aus dieser Formel ersehen, welche Gestalt die Cha-
rakteristikenformeln für Meinere n und für Systeme von niederer

Stufe haben, so muss man bei der Uebersetzung der Symbole die

Incidenzformeln anwenden. Soll z. B. statt e^^s... ein Symbol
zweiter Dimension eintreten, so hat man e^ zu nehmen, weil

egp = e^g — e^ ist u. s. w. Beispielsweise specialisiren wir die For-

mel 2 für den Fall, dass w = 3, 2J' fünfstufig, also 2J dreistufig ist;

dann kommt:

3) ^=[p'V^^,J
+ [p'^g'pi '9p2i +yVi>2 .^pi3+y%3 .^^12]

+ [e'V^l -^«23 + e'V'«2 .^el3 + e'V,3 .^.12]

+ [(^'l2-9sS + G\s '9s2 + G'23-9sl]

+ [p'^g'ei2 . egps -\-p'^g'ei3 • egp2 4-yV«23 . egpi]

+ [e'^g'pl2 .PgeS + e'Vi>13 .pge2 + e'Vp23 -i^^cl] "

+ [P'g'el23.e'] ^
+ [eV'i^l23 . y] + [^,123 .i?e]

-f [y^e'2 . (e^pi -f e^p2 + egps)]

+ [y^e'2 . Qpgei + p^.2 +We3)]

+ [(e'V.i + e'V.2-fe'V,3).e^

+ [p'yKe']

+ [(yy^i4-yv^2+yv^3).p^]
+ [y'e'^y]

-2.[y3e'2.^].

Mit Hilfe der Charakteristikenformeln unseres Gebildes F be-

stimmen sich naturgemäss die liniengeometrischen Analoga der in

§ 43 berechneten Anzahlen, d. k die Anzahlen j welche sich auf die

Strahlhüschel beziehen, in denen zwei gegebene Complexe dieselben Strah-

len besitzen. Diese Anzahlen hängen vermöge der Charakteristiken-

formeln des Strahlbüschels schliesslich von den folgenden, auf den

Strahlbüschel bezüglichen Anzahlen ab:

x^e^p, x^ep^, x^e% x^ep, x^p\ x^e", x^ep, x^p\ x^e, x^p, x^,

wo immer Xi die fünffache Bedingung bedeutet, dass ein Strahl-

büschel i Strahlen enthält , deren jeder sowohl einem Complexe C
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vom Grade m, wie auch einem Complexe C vom Grade m' ange-

hört, und wo p den Scheitel, e die Ebene des Strahlbüschels be-

zeichnet. Wegen des Princips der Dualität ist:

x^p^e= x^pe% X2P^ = x^e% x^p^ = x^e^, x^p= x^e.

Wir haben also bloss die folgenden sieben Symbole zu bestimmen:

I) x^e^Pj IIa) x^e^, IIb) x^pe, Illa) x^e^,

Illb) x^pe, IV) x^e, V) Xr,.

. Wir finden die Werthe dieser Symbole als Functionen von m
und m\ wenn wir die obigen Charakteristikenformeln mit den auf

p und e bezüglichen Grundbedingungen multipliciren. Dadurch er-

halten wir jede der gesuchten Zahlen als Function von Producten

mit je zwei Faktoren, so dass immer der eine Faktor eine auf den

Complex (7, der andere eine auf den Complex 0' bezügliche fünf-

fache Bedingung ist. Die Werthe dieser fünffachen Bedingungen

sind zum Theil null, weil es in einem Complexe keinen Strahl

giebt, der mit einem beliebig gegebenen identisch ist. Die Werthe

der übrigen fünffachen Bedingungen sind in § 36 berechnet. Um
nach der symbolischen Multiplication symmetrische Formeln zu er-

zielen, hat man die Formeln des § 35 anzuwenden. Mit Rücksicht

darauf definiren wir noch das mit gewissen i Indices versehene

Symbol e als die (i - 1)- fache Bedingung, dass diejenigen i Strahlen

g zusammenfallen, welche dieselben Indices haben. Bei der Ver-

einfachung der Formeln benutzen wir erstens, dass zwei sich dual

entsprechende Symbole gleichen Werth haben, und zweitens, dass

auch Symbole, die sich nur durch die Werthe der Indices unter-

scheiden, gleich sind.

I. Um e^px^ zu bestimmen, setzen wir in der allgemeinen

Charakteristikenformel n=\, die Stufe von E gleich 1, die von

Z' gleich 5 und multipliciren dann mit e^p\ dann kommt:

e^px^ = e^pg^ .
p'^ e!^ + e^p^ . e'^g'e

= eV -P"^' + ^9e ./'^' + e^f • ^^9'e

= m . m' + . m' -\- 771.0

= m . m'.

IIa. Um e^x^ zu bestimmen, setzen wir ^ = 2, die Stufe von S

gleich 2, die von ^' gleich 5 und multipliciren mit e^; dann kommt:

k
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= m . m' {m'— 1) + ni . (m — 1) . m' -f m (m — 1) . m' (m' — 1)

= m.m' [mm'— 1].

IIb. Ferner erhalten Avir durch Multiplication mit pe:

pex^ =peg^ .f'e'^ +!pe^^.yV^2 +pegj,2 -i^Vi^i

+P^gei . e'V«2 + P^^.2 . e'^g'ei + p'ß' . G\,

-}-p^g, .p"g'p2 -^-pe'g^ .yV^i -\-p'eg^ . e'V.2

= ^12 .yV^ +j)^^^ (p'V^2 +i>'^/^i) + e^e . y^y, 2 + e%e.p^^g',,

+ OVi^ +jpV2^) .y^e'2 +i)-^e^ (e'V«2 + e'^^'.i)

+ (e'gu + e'g2e) .p''^' +p'gi, . e'^g'^e +p'g2p . e'Wu
+ 2.p'e'.p'^e'^-\-p'eKG\,

= 2 . m (m — 1) . m' (m'— 1).

III a. Um e^x^ zu bestimmen, setzen wir n==3, die Stufe von
2J gleich 3, die von 2J' gleich 5 und multipliciren mit el Dabei lassen

wir der Kürze wegen von vornherein diejenigen Producte aus, deren

einer Faktor bei der Anwendung auf die beiden Complexe null wird.

^^e' - eVi23 . P"e" + 3
. e'pgu. d^g^^z + p^e^ . ^g^y^z

+ 3 . e^pg^, .f'd^ +jp3e2
y3gf2

+ 3.ey.y3e'2_|.^3g2 y3gf2

= e5'i.i23.y'e''+i?^eley^i23+4.ey.y3e'2^(3.e3^,^,-3i9e3r;i).yV2

+ 3.ey.e'V23

= e5r^i23yV2+/eley^i23+4.ey.6'y2_^3e3^i2.y'e'H3.ey.e'Y23
= wi . (3m— 2) . m' {m'— 1) (^j^'— 2) + m . (m—l){m--2). m' (3m'— 2)

+ 4 . m (wi — 1) (m — 2) . ??^' (m'— 1) (?w'— 2)

4- 3 . :??^ (^?^- 2) . m' (>;^'-
1) {m'~ 2)-\-3.m (ni- 1) (m- 2) .m\m'- 2)

= 7??< , (6m — 8) . m^ (ni'— 1) (m'— 2)+ w*{m — 1) (w^— 2) . w^' (6 w^'- 8)

4- Am (m — 1) (m — 2) . m' (m'— 1) (m'— 2)

= 2mm' (m^— 2) . (m'— 1) (m'— 2) + 2mm\m— l){m—2),{m'^—2)
= 2mm'. [{m^m'^ — 3m^m' + 2m2— 2m'2+ ßm' — 4)

+ (m^m'^ — 3mm'2 4- 2m'''^ — 2m^+ ßm — 4)]

= 2m7n' [2m^m'^— 3mm' (m + m') + 6 (m + m') — 8]

= 2mm'[mm'— 2][2mm'— 3(m + m') + 4] (cf. § 43, Nr. III).

III b. Um pex^ zu bestimmen, können wir Formel 3 mit pe
multipliciren; dann kommt bei Weglassung der Symbole, die null

sind, und bei Zusammenfassung solcher Symbole, die sich dual ent-

sprechen oder sich nur durch die Indices unterscheiden:
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+ 4 .^',123 .fe^ + 6 .y3e'2 ^^^2^^^ _ 2 .y3gf2 ^^3g2

=yV^ .pe^i23 + 6 •y^^'i2 'P^^^ + 4
.
5''. 123 'P^e^

+ 4.y3e'2^^3g2

= 7^i' (7;/- 1 )
{m'- 2) . 2 ^^i (?m2- 2) + 6 wi' {m'- 2) . wi (w^- 1) {m- 2)

+ 4 ?n'. i>i (/^*— 1) {m— 2) + 4m' (m'— 1) (m'— 2)w (m— 1) {m — 2)

= 2mm! [(m^m''' - 3m^m! + 2m^ - 2m'^ + 6m' - 4)

+ (Sm^m' - 9mm' -\-6m'- 6m^ + 18m - 12)+ (2m2-6m4-4)

+ (2m%'2-6m2?/^'-6mm'2+4m2+4?;i'2+18?Jim'-12m-12m'4-8)]

= 2mm'(3m2m'2—6mW— 6mm'24-2m2+2m'2+9mm'—4) [Lit.56].

Da hier unser Verfahren rücksichtlicli der beiden Complexe

unsymmetrisch war, so liefert der Umstand, dass diese Formel in

m und m' symmetrisch ist, eine Bestätigung.

IV. Um x^^e zu bestimmen, verfahren wir wieder unsymmetrisch,

indem wir Formel 2 mit e multipliciren und dann ohne Weiteres

die aus § 36 bekannten Werthe der fünffachen Bedingungen sub-

stituiren; dadurch kommt:

x^e=yV2 . eg^2u+ ^ -^V12 • ^^9psi + 6 • e^^g'pu -pegeSA

+ 9'pi23^ ye' + 6 .p"e'' . 62^12 + 6 .p"e'' .peg.n

+ 4 .jp'^e'2 .p^egei + 4 . 6^^123 -P^egei + 6 .^Vei2 -i^^e^

= m' (m' - 1) (m' - 2) (m' - 3) . 2m (6m2 - 11m - 6)

+ 6 m' (m' - 2) (m' - 3) . m (m - 2) (m - 3)

+ 6 m' (m' - 2) (m' - 3) . m^ (m - 2) (m - 3)

+ 4m' (3 m' — 2) (m' — 3) . m (m — 1) (m — 2) (m— 3)

+ 2m' (lim' - 18) .m(m- 1) (m - 2) (m - 3)

+ 6 m' (m' - 1) (m' - 2) (m' - 3) . m (m - 2) (m - 3)

+ 6 m' (wi' - 1) (m' - 2) (^>^' - 3) . m^ (m - 2) (m - 3)

4-4m'(m'-l)(m'-2)(m'-3).m(m-l)(m-2)(m-3)

+ 6m' l^n' - 2) (m' - 3) . m (m - 1) (m - 2) (?^^ - 3)

= 2 m' (m' - 1) (m' - 2) (m' - 3) m . [9m2 - 26m + 12]

+ 2m' (9m'2 - 26m' + 12) . m (m - 1) (m - 2) (m - 3)

+ 2m' (m' - 2) (m' - 3) . m (m - 2) (m - 3) . [3 + 3mm'

4- 2mm' — 2m — 2m' + 2]

= 2m(m-2)(m-3) .m'{m'-2) (wi'-3).(5mm'-2m-2m'+5)
+ 2m (m - 1) (m - 2) (m - 3) . m' (9m'2 - 26m' + 12)

+ 2m(9m2-26m+12).m'(m'-l)(m'-2)(m'-3) [Lit. 56].

V. Für Xr, erhalten wir aus der Formel 2 nach Weglassung

derjenigen Symbole, di,e null sind, und nach Zusammenfassung der

gleichwerthigen Symbole

:
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^5 =^12345 -y^' + 10 . 65^^123 «VV«45 + 10 .pOeUZ • ^^Q^P'

+ 10 . e^gpi2 .p'g^^ih + 10 .p^gei2 . 6^^345 ^rfe^^g'r^^.^

+ 10 . e^^m . p'V^ + 10:^9^,123 .yV^ + 10 . e^gpu .^V^

+ 10 .i9V.i2 .yV^ + 10 .fe^ .i9y.i23 + 10 .p^e^ . e'^'^123

4- 10 ./e^ .yV.12 + 10 ,p^e} . e'Vpi2 + 20 .p^e^ .j/V^

= 20 . m (7 ^^^2- 30m+ 24) . ?>i' {m^ - 1) (?w' - 2) (^^i' - 3) («i' - 4)

+ 20m {m- 1) {m- 2) (m- 3) (^>^- 4) . m^ (7nP- 30 /?i'+ 24)

+ 20m (3m - 2) (m- 3) (w - 4) . w^' {m' - 2) (m' - 3) (?>/ - 4)

+ 20m (m- 2) (m- 3) (m- 4) . m^ (3 m' - 2) (m' - 3) (m' - 4)

4- 20m (3m -2) (^n-3) (w^ -4).m\m^- 1) (m'-2) (w/-3) (m'-4)

+ 20m\m-l) (in-^) {m-?>) {m- 4) . m'(3m^-2) {nt!-?,) {m^-i)

+ 20m \m-2) (m -3) [m -4) . m'(m'-l) (m'-2) (m'-3) (m'-4)

+ 20m(m-
1 )
Qu-2) (m-3) (^m-4) . m'lni'--2) (m'-S) (m'-4)

+ 10m {m - 1) (m - 2) (m - 3) (m - 4) . m' (m' - 1) (m' ~ 2)

{m' - 3) (m' - 4)

= 10»^ 0/^ - 2) (m - 3) (w^ - 4) . [2m' (3m'-~ 2) (m'- 3) (m'- 4)

+ (m- 1) (m' - 2) (m'^ - 15m' + 12)]

+ 10 . [2 m-(3m - 2) (m - 3) {m - 4)

+ (m' - 1) (m - 2) (m^ - 15m + 12)] . m' (m' - 2) (^?/ - 3)

(m' — 4) [Lit. 56].

Das Resultat für jedes Xi enthaltende Symbol ist durch i! zu

dividiren, wenn jeder Strahlbüschel, der von den beiden Complexen

m*®^ und m'^^"" Grades dieselben i Strahlen enthält, nicht if mal,

sondern nur einmal gerechnet werden soll. Demgemäss sprechen

wir die obigen Resultate aus wie folgt:

I. und IIa. Die Congruenz, welche zwei Complexen m^^"" und

^y^Hen Gerades gemeinsam ist, enthält in jeder Ebene m.m' Strahlen,

ferner in jeder Ebene ^inm' {mm' — 1) Schnittpunkte von zwei

Strahlen.

IIb. Dieselbe Congruenz enthält in jeder Geraden

m (m — 1) m' (m' — 1)

Schnittpunkte von zwei Strahlen, deren Schnittebene durch eben

dieselbe Gerade geht. Mit Hilfe dieses Resultats kann man leicht

die Ordnung der Brennfläche der Congruenz berechnen. Von einem

Punkte Ä einer Geraden s gehen mm' Strahlen aus, die der Con-

gruenz angehören. In der Verbindungsebene jedes dieser mm' Strahlen

mit s liegen mm' — 1 sonstige Congruenzstrahlen, deren jeder s in

einem Punkte B schneidet. So entsprechen auf s einem Punkte Ä
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mm'(mm/ — V)

Punkte B, und ebensoviel Pxinkte A entsprechen einem Punkte B,

Es giebt also auf s

2 .nun' (nim' — 1)

Punkte, deren jeder sowohl Ä als B ist. Zu diesen Punkten ge-

hören erstens zweimal jeder von den eben abgezählten wm'(»i—l)(m'—l)

Schnittpunkten von Strahlen, deren Schnittebene durch s geht,

zweitens auch diejenigen Punkte von 5, in denen sich unendlich

nahe Strahlen der Congruenz schneiden, d. h. die der Brennfläche

angehörigen Punkte. Also ist die Ordnung der Brennfläche der zwei

Complexen ni^^^ und m'^^"" Grades gemeinsamen Congruenz gleich

2mm! (mm' — 1) — 2mm' (mm' — m — m' + 1) = 2mm' (m + m' — 2)

(cf. Voss in den Math. Ann. Bd. 9, pag. 88).

III a und III b. Die Congruenz, welche zwei Complexen m^^^ und
jyfften Qrades gemeinsam ist, enthält oo^ mal drei Strahlen, welche in

gemeinsamer Verbindungsebene liegen und zugleich einen gemeinsamen

SchnittpunU haben. Die von solchen Schnittpunkten gebildete Fläche

oder der von solchen Verbindungsebenen gebildete Ebenenort haben den

Grad
'Imm' (mm' — 2)(2)nm' — ^m — 3m' -{-4:) [Lit. 56];

ferner bilden diejenigen von diesen SchnittpunJcten , deren zugehörige

Ebenen durch einen gegebenen PunM gehen, eine Curve vom Grade:

\mm' (3m^m'^— 6m^m' — 6mm'^ + 2m^+ 27n'^ -\- 9mm' — 4) [Lit. 56].

IV. Es giebt oo^ mal vier Strahlen, welche zwei gegebenen Com-

plexen m^^" und m'*^"^ Grades zugleich angehören und dabei soivohl

durch einen und denselben PunM gehen, wie auch in einer und der-

selben Ebene liegen. Die dadurch bestimmten Punkte bilden eine Curve,

die dadurch bestimmten Ebenen eine Torsc, beide vom Grade:

-^^m (m — 2) (m — 3) m' {rn' — 2) (m' — 3) (6mm' — 2m — 2m' + 5)

+ -^^m (m — 1) (m — 2) (m — 3) . m' (9m'^- 26m' + 12)

+ j\7n (9m2 — 26m + 12) . m (m — 1) (m — 2)(m — 3) [Lit. 56].

V. Unter den sämmtlichen Strahlen, welche zwei Complexen ^m'^"

und m'^^^ Grades zugleich angehören, befinden sich

yV "^n (m- 2) (m - 3) (m - 4) [2 m' (3 m' - 2) (m' - 3) (m' - 4)

+ (m - 1) (m' - 2) (m'3 _ 15m' + 12)]

+ yV [2 "in (3m -2)(m- 3) (m - 4)

+ (m'- 1) (m- 2) (m^- 15m+ 12)] m' (m'-2) (m'- 3) (m'- 4)



332 Sechster Abschnitt. Die Charakteristikentheorie.

Gruppen von je fünf Strahlest , so dass immer die einer solchen Gruppe

ungehörigen Strahlen sich in einem und demselben Punicte schneiden

und dabei in einer und derselben Ebene liegen oder, was dasselbe isty

jene Function vmi m und m' ist die Zahl der Ebenen, welche aus den

beiden Complexen zwei Complexcurven ausschneiden, von deren gemein-

samen Tangenten fünf einen gemeinsamen Schnittpunld besitzen (Lit. 56).



Literatur-Bemerkungen.

Erster Abschnitt.

Dieser Abschnitt entwickelt in fasslicher Form die Grundregeln für das

Bechnen mit geometrischen Bedingungen und eine zweckmässige, in den folgen-

den Abschnitten beständig benutzte Bezeichnungsweise der am häufigsten vor-

kommenden Lagebedingungen. Die ersten Spuren eines Rechnens mit Beding-

ungen finden sich in den Abhandlungen von Halphen über die Charakteristiken

der Kegelschnitte und Flächen zweiten Grades (Comptes rendus, tome 76,

pag. 1074, und Bull, de la Soc. math , tome I, Heft 5) und in meinen Mit-

theilungen über die Anzahlen bei Plancurven dritter Ordnung (Gott. Nachr.

1874, pag. 267 und 1875, pag. 359). In systematischer, aber vielleicht zu ab-

stracter Form entwickelte ich die Grundlagen des Bedingungskalküls zuerst in

dem ersten Abschnitt meiner „Beiträge zur abzählenden Geometrie" (Math.

Ann. Bd. 10, pag. 8).

Lit. 1, pag. 2. In Grunert-Hoppe's Archiv (Bd. 63, pag. 97 bis 99) leitete

ich ausser diesem Werthe für die Constantenzahl eines Polyeders noch einen

zweiten Werth ab, nämlich

c = 4.^-3.e-3./'-f 12,

und erhielt durch Gleichsetzung der beiden Werthe einen neuen Beweis des

Euler'schen Satzes e + f= k + 2. Mit Benutzung des letzteren fand schon Hoppe

in Grunert's Archiv Bd. 55, pag. 217, dass die Constantenzahl eines Polyeders

gleich seiner Kantenzahl ist.

Lit. 2, pag. 3. Die Constantenzahl des strahlallgemeinen Complexes be-

stimmte zuerst Lüroth in Crelle's Journal Bd. 67, dann auch Voss in den

Math. Ann. Bd. 9, pag. 59.

Lit. 3, pag. 3. Das (symbolische) Product von Bedingungszeichen schrieb

zuerst Halphen in den Comptes rendus, tome 76, pag. 1074. Um damit sym-

bolisch zu rechnen, definirte ich das Product von Bedingungen zuerst im Mai-

heft der Gott. Nachr. von 1874 (pag. 272). Ausführlicher zeigte ich die Ana-

logie der Faktoren eines Productes mit den zusammensetzenden Bedingungen

einer zusammengesetzten Bedingung in meinen späteren Abhandlungen, nament-

lich in den Gott. Nachr. von 1875, pag. 363, Math. Ann. Bd. 10, pag. 10 und

Bd. 10, pag. 322. Dort hatte ich jedoch noch nicht die Summe zweier Be-

dingungen als eine neue Bedingung aufgefasst, was hier geschehen ist. Die

Anwendung der Multiplication und der Addition bei Bedingungen ist analog

der Anwendung ebenderselben Operationen im LogiJckalkül (cf. E. Schröder s

Operationskreis des Logikkalküls, Teubner 1877, pag. 5 bis 7). Dort bezeichnet
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a mal h alles, was soivohl a als h ist, hier die Bedingung, welche ausspricht,

dass sowohl die Bedingung a, wie auch die Bedingung b erfüllt werden soll.

Dort bezeichnet a plus b alles, was entweder a oder h ist, hier die Bedingung,
welche ausspricht, dass entweder die Bedingung a oder die Bedingung h er-

füllt werden soll.

Lit. 3a, pag. 6. In den Comptes rendus benutzt Chasles in jedem
Jahre seit 1871 das von ihm in den Comptes rendus von 1864 zuerst ausge-

sprochene Correspondenzprincip (hier pag. 43) , um viele Hunderte von Anzahlen
für die Ordnung oder den Rang von Plancurven zu bestimmen, welche mit
gegebenen Plancurven irgendwie durch Bedingungen verwebt sind. Diese An-
zahlen sind meist Functionen der Ordnungs- und Rangzahlen der gegebenen
Curven. Die Bedingungen, welche den Zusammenhang der gegebenen Curven
mit den gesuchten aussprechen, sind seit 1874 vorzugsweise metrische. Sie be-

ziehen sich z. B. auf ähnliche Dreiecke (C, R. Bd. 78 und 79), auf die Gleich-

heit, das constante Verhältniss, das constante Product und die constante

Summe gewisser Strecken, die auf Tangenten oder Normalen gegebener Curven
ausgeschnitten werden (C. R. Bd. 81, 82, 83), endlich auch auf den constanten
Umfang (C. R. Bd. 85) von Dreiecken, deren Ecken auf gegebenen Curven
liegen und deren Seiten gegebene Curven berühren. Die Bestimmung aller

solcher Anzahlen würde durch Anwendung des in diesem Buche entwickelten
Kalküls wesentlich erleichtert werden.

Lit. 4, pag. 12. Das Princip von der Erhaltung der Anzahl verwerthete
ich zuerst in den Gott. Nachr. von 1874 (pag. 274), um daraus Anzahlbe-
ziehungen für die Plancurven dritten Grades aufzufinden. Dort nannte ich es

„Pi'incip der speciellen Lage"", weil ich damals nur die hier mit II bezeichnete
Form anwandte. Den Namen „Princip von der Erhaltung der Anzahl" gebrauchte
ich zuerst in der ersten Abhandlung meiner „Beiträge zur abzählenden Geo-
metrie" (Math. Ann. Bd. 10, pag. 23), wo auch zuerst mit Hilfe des Princips

die wichtigen Formeln erkannt sind, welche hier unter dem Namen „Incidenz-

formeln" im zweiten Abschnitt abgeleitet und in den folgenden Abschnitten
fortwährend benutzt sind. Andere Anwendungen dieses fruchtbaren Princips

enthält der § 12 meiner Abhandlung über „Moduln bei Flächen zweiten Grades"
(Math. Ann. Bd. 10, pag. 351 bis 355). Für specielle Ableitungen ist das

Princip oft auch von Anderen verwerthet, z. B. in der Form I von Lothar
Marcks, welcher in den Math. Ann. Bd. 5, pag. 27 bis 30 die Ordnung der

Krümmungsmittelpunktsfläche einer Fläehe nten Grades (cf. Sturm, Math. Ann.
Bd. 7, pag. 567) findet, indem er abzählt, wieviel Punkte eine unendlich ferne

Gerade mit ihr gemein hat. Die Form III des Princips benutzte Jonquieres

zur Bestimmung von Anzahlen, z. B. zur Berechnung der Constantenzahlen der

punktallgemeinen Plancurve und der punktallgemeinen Fläche (Brioschi Ann.
VIII 312 bis 328). Neuerdings gab Hurwitz (Math. Ann. Bd. 15, pag. 8) eine

interessante Anwendung der Form IV des Princips, um die Steiner'schen und
Poncelet'schen Sätze über Schliessungsprobleme und einige ähnliche Resultate

auf die einfachste Weise abzuleiten.

Lit. 5, pag. 16. Diese Zahlen für die in einem ebenen Schnitt einer

Fläche liegenden Normalen und für die von einem Punkte auf eine Fläche
gefällten Normalen gab zuerst Sturm in den Math. Ann. Bd. 7, pag. 667 u. f.
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Lit. 5 a, pag. 18. Die Betheiligung der transcendenten Curven und

Flächen an algebraischen Systemen studirte Fouret namentlich im Bull, de la

Soc. math., tome 1 und 2, in den Comptes rendus, Bd. 78, 79, 82. In diesen

Abhandlungen entwickelt Fouret zugleich den interessanten Zusammenhang

der Systeme von Curven und Flächen mit algebraischen Differentialgleichungen.

Lit. 6, pag. 17. F. Klein beweist seine auf die Unterscheidung der

reellen und der imaginciren Singularitäten bezügliche Formel durch Continui-

tätsbetrachtungen in den Erl. Ber. von 1875 und d. Math. Ann. Bd. 10, pag. 199.

Lit. 7, pag. 18. Den Vorschlag, mit Ordnung den Grad eines Punktortes,

mit Bang den Grad eines Strahlenortes, mit Klasse den Grad eines Ebenenortes

zu bezeichnen, machte ich in den Math. Ann. Bd. 10, pag. 21. Nach dieser

Terminologie richtet sich auch die Wahl der Namen für die hier in § 21,

pag. 101 definirten Begriffe der Ordnungscurven , Ordnungsgeraden, Ordnungs-

flächen, Ordnungsehenen ; Bangcurven, Eanghüschel CEangpunkte, Bangehenen),

Bangflächen, Bangaxen; Klassencurven , Klassenaxen, Klassenflächen, Klassen-

punJcte.

Lit. 8, pag. 19. Der Gedanke, hinsichtlich eines gegebenen Gebildes

und eines gegebenen Systems jeder Bedingung eine dadurch bestimmte Anzahl

zuzuordnen und diese Anzahl ebenso zu bezeichnen wie die Bedingung, findet

sich zuerst in meiner ersten Mittheilung über die cubischen Plancurven in den

Gott. Nachr. vom Mai 1874. Dieser Gedanke in Verbindung mit dem Gedanken,

eine Gleichung zwischen Bedingungen mit einer neuen Bedingung symbolisch

zu midtipliciren (cf. hier pag. 3 und Lit. 3), waren für die Ausbildung der

Terminologie und des Kalküls der abzählenden Geometrie von fundamentaler

Bedeutung.

Lit. 9, pag. 22. Die Theorie der algebraischen Systeme von Punkten,

d. h. der Curven und Flächen^ sind besonders ausführlich behandelt in den bei

Teubner erscheinenden inhaltreichen Werken von Salmon- Fiedler und Clebsch-

Lindemann. An diese beiden Werke schliesst sich auch das vorliegende Buch

am engsten an, zwar nicht hinsichtlich der Methode, aber doch hinsichtlich

der behandelten Gebilde. Die Systeme von Strahlen sind zuerst um ihrer

selbst willen studirt in den Abhandlungen von Kummer in den Ber. der Berl.

Akad. und im Crelle'schen Journal, ferner in der „Neuen Geometrie des Raumes"

von Plücker- Klein, dann auch in manchen Abhandlungen der Gott. Nachr.

und der Math. Ann., sehr ausführlich namentlich in drei Abhandlungen von

Voss, Math. Ann. Bd. 8, 9 und 10 (cf. auch Lit. 49). Die einstufigen Systeme

von Plancurven studirte zum Zweck der Berechnung von Anzahlen, hinsichtlich

der in solchen Systemen vorhandenen Singularitäten (courbes degenerees , Aus-

artungen) Zeuthen in seiner grossen, in den Berichten der Kopenhagener Aka-

demie 1873 (Naturw. og math. Afd. 10, Bd. IV) erschienenen Abhandlung

„Almindelige Egenskaber ved Systemer af plane l^urver". Die Systeme der

Gebilde, welche aus einzelnen Punkten, Strahlen, Ebenen zusammengesetzt

sind, wie z. B. des Gebildes, welches aus zwei Punkten und ihrem Verbin-

dungsstrahle besteht, studirte der Verfasser in den Gott. Nachr. (Juliheft 1877),

und zwar mit Hinblick auf die Fragen nach der Zahl der gemeinsamen Gebilde

zweier solcher Systeme, d. h. also auf die Fragen, denen in der Punkt -Geo-
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metrie die Frage entspricht, in wieviel Punkten sich eine Fläche und eine

Raumcurve, oder drei Flächen schneiden. (Man vergleiche hier die im Ab-

schnitt VI gelösten Probleme.) Specielle dreistufige Systeme von Gebilden,

deren jedes aus einem Punkte und einem Strahle besteht, behandelte zuerst

Clebsch 1872 in den Abh. der Gott. Ges. Bd. 17, unter dem Namen „Connexe"'

(Clebsch-Lindemann's Werk, pag. 924 u. f.) [cf. auch Lit. 52a].

Zweiter Abschnitt.

Dieser Abschnitt entwickelt die in den folgenden Abschnitten fortwährend

benutzten Incidenzformeln. Die Incidenzformeln stellte ich theilweise schon

1875 in den Gott. Nachr. (pag. 370 und 371) auf und vollständig in den Math.

Ann. Bd. 10, pag. 26 bis 36.

Lit. 10, pag. 25. Der Ausdruck „incident^^ für die angegebene specielle

Lage verschiedenartiger Hauptelemente zu einander, rührt von Grassmann und

Sturm her. Den Ausdruck „Incidenzformeln" gebrauchte ich zuerst in meiner

zweiten Abhandlung der Beitr. zur abz. Geom., Math. Ann. Bd. 13, pag. 430.

Lit. 11, pag. 27. Diesen Satz benutzte z. B. Zeuthen in den Comptes

rendus vom Februar 1872 für einstufige Systeme von Plancurven, ferner im-

plicite auch Sturm in seinen Abhandlungen über cubische Raumcurven (Crelle's

Journal Bd. 79 und 80).

Lit. 12, pag. 33. Das Symbol pe hatte ich in meinen früheren Abhand-

lungen noch nicht angewandt, vielmehr statt dessen immer {p^e—p^) oder

(pe^ — e^) geschrieben.

Lit, 13, pag. 35. Diese Formel zwischen den Bedingungen von vier in

einer und derselben Ebene befindlichen Punkten schrieb mir Hurwitz 1876,

nachdem ich ihm die Formel zwischen den Bedingungen von drei in gerader

Linie befindlichen Punkten mitgetheilt hatte (hier pag. 29 unter Nr. 2).

Lit. 14, pag. 38. Diese Formeln habe ich in den Math. Ann. Bd. 10,

pag. 37 bis 42 ausführlich abgeleitet, um sie bei der Plancurve dritter Ord-

nung vierten Ranges auf das aus den drei Wendetangenten gebildete Dreiseit

anwenden zu können (hier pag. 157 bis 159). Hier ist die Ableitung dem
Leser überlassen.

Lit. 15, pag. 40. In meinen Beitr. zur abz. Geom. (Math. Ann. Bd. 10,

pag. 33 bis 37) leitete ich die hier auf pag. 40 und 41 bewiesenen Formeln

weniger geschickt ab , indem ich sie damals noch nicht als specielle Fälle der

in den §§ 7 und 10 entwickelten Formeln hinstellte.

Dritter Abschnitt.

Dieser Abschnitt entwickelt aus dem Chasles'schen Correspondenzprincip

mit Hilfe des im ersten Abschnitt begründeten Kalküls und der im zweiten

Abschnitt bewiesenen Incidenzformeln die Formeln für die Bedingungen, dass
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sich zwei Hauptelemente unendUch nahe liegen. Diese Formeln, welche Corre-

spondenzformeln oder Coincidenzformeln heissen, habe ich zuerst in den Math.

Ann. Bd. 10, pag. 54 bis 69 abgeleitet. Hier sind jedoch manche neue An-

wendungen hinzugefügt.

Lit. 16, pag. 46. Die Ausdehnung des Chasles'schen Correspondenzprin-

cips auf die Punkte einer Ebene und auf die Punkte im Baume verdankt man
Salmon (Geom. of three dim. sec. ed. 1865, pag. 511, in der Fiedler sehen Be-

arbeitung pag. 566) und Zeuthen (Comptes rendus, Juni 1874). Die hier ge-

gebene allgemeinere Auffassung der Correspondenzfragen zeigte ich zuerst in

den Math. Ann. Bd. 10, pag. 54 flg.

Lit. 17, pag. 47. Die Bezout'sche Zahl der gemeinsamen Punkte von
drei Flächen bloss mit Hilfe des Correspondenzprincips zu bestimmen, gelang

z. B. Fouret in dem Bull, de la Soc. math. Bd. 1, pag. 122 und 258. Ich er-

kannte die Form^ für die Zahl der gemeinsamen Elemente von Oertern als

specielle Fälle der allgemeinen Correspondenzformeln zuerst in den Math. Ann.
Bd. 10, pag. 91 flg.

Ijit. 18, pag. 54. Die Zahl der Plancurven eines Systems, welche eine

gegebene Plancurve berühren, ist zuerst von Chasles in den Comptes rendus

angegeben, dann von Zeuthen in den Math. Ann. Bd. 3, pag. 153 allgemein

bewiesen. Die Formel für die Zahl der Flächen eines Systems, welche eine

gegebene Flüche berühren, ist für den Fall, dass letztere punktallgemein ist,

zuerst von Jonquieres in den Comptes rendus Bd. 58 und 61 bewiesen, und
für eine beliebige Fläche von Brill in den Math. Ann, Bd. 8, pag. 534 bis 538.

Endlich erkannte ich diese Formel in den Gott. Nachr. 1877, pag. 407 als spe-

ciellen Fall der Formel für die Zahl der gemeinsamen Strahlbüschel eines

zweistufigen und eines dreistufigen Systems von Strahlbüscheln (cf. hier Ab-
schnitt VI, pag. 300 und Lit. 52).

Lit. 19, pag. 55. Den Grad der Curve der Berührungspunkte von allen

möglichen zwei sich berührenden Flächen aus zwei einstufigen Flächensystemen

bestimmte ich mit einigen verwandten Zahlen zuerst in den Math. Ann. Bd. 10,

pag. 109.

Lit. 20, pag. 56. Den Grad der Fläche der Berührungspunkte von allen

möglichen zwei sich berührenden Flächen aus einem einstufigen und einem

zweistufigen Flächensysteme bestimmte zuerst Fouret in den Comptes rendus

Bd. 80, pag. 805, dann ich aus meinen Strahlbüschelformeln in den Gott.

Nachr. 1877, pag. 408 (cf. Lit. 18 und Abschnitt VI, pag. 302).

Lit. 21, pag. 62. Die Zahl der ziveien Congruenzen gemeinsa^nen Strahlen

bestimmte zuerst Halphen in den Comptes rendus vom Jahre 1872, pag. 41,

dann mit Hilfe des Correspondenzprincips Zeuthen in den Comptes rendus

vom Juni 1874, Eine sehr einfache Ableitung gab ich 1876 in den Math. Ann.

Bd. 10, pag. 96.

Lit. 22, pag. 64. Diesen von F. Klein herrührenden Satz findet man in

einer Mittheilung von S. Lie, Gott. Nachr. 1870, Nr. 4.

Lit. 23, pag. 64. Der § 16 ist ein Auszug aus meiner in den Math.

Ann. Bd. 10, pag. 318 veröftentlichten Abhandlung „Moduln vielfacher Beding

ungen bei Flächen zweiter Ordnung".

Schubert, Kalkül der abzälileuden Geometrie. # 22
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Lit. 24, pag. 68. Auf die Erzeugung von ausgearteten Curven durch

homograpMsche Abbildung der allgemeinen Curven machte mich Herr Zeuthen

1875 brieflich aufmerksam.

Lit. 25, pag. 71. Diese drei Formeln zwischen den elementaren Beding-

ungen /x, V, 9 und den drei Ausartungsbedingungen qp, jj, i/' bei der Fläche

zweiten Grades hat zuerst Zeuthen in den Overs. ov. d. K. Selsk. Forh. 1866

und den Nouv. Ann. (2), VII, pag. 385 aufgestellt.

Lit. 26, pag. 77. Dieser Ausdruck für die Bedingung, dass eine Fläche

zweiten Grades eine gegebene Gerade enthalte, ist zuerst von Hurwitz durch

das Princip von der Erhaltung der Anzahl gefunden (cf. Math, Ann. Bd. 10,

pag. 354). Dagegen rühren die Formeln VIII bis XIV vom Verfasser her.

Lit. 27, pag. 80. Diesen speciellen Fall der Formel XIV gab Cremona

in den Comptes rendus, tome 59, pag. 776, Halphen im Bull, de la Soc. math.

Bd. 1, und Lindemann in seinen „Vorles. von Clebsch", pag. 406, Formel 11.

Lit. 28, pag. 84. Solche Zahlbeziehungen im Fall des ein- eindeutigen

Entsprechens erwähnt Brill bei den Beispielen zu seiner Correspondenzformel

in den Math. Ann. Bd. 7, pag. 621 (cf. hier § 18 , Lit. 29).

Lit. 29, pag. 86. Die Correspondenzformel für Curven vom Geschlechte

null sprach zuerst Chasles 1866 aus in den Comptes rendus, tome 62, für Cur-

ven von allgemeinem Geschlechte Cayley in demselben Bande pag. 586 und

später auch in den Phil, trans. of the R. S. vol 158, 1868. Endlich gab Brill

ausreichende Beweise und eine eingehende Discussioii der Formel in den Math.

Ann. Bd. 6, pag. 33, 1873, und in den Math. Ann. Bd. 7, pag. 607, 1874. Die

Brill'schen Betrachtungen sind auch in dem Clebsch -Lindemann'schen Werke,

pag. 441 flg. enthalten.

Vierter Abschnitt.

In diesem Abschnitte werden für verschiedene Gebilde mit Benutzung

der durch die vorhergehenden Abschnitte gewonnenen Anzahl -Beziehungen die

Anzahlen selbst berechnet, indem dieselben auf bekannte Anzahlen von ein-

facheren Gebilden mit kleinerer Constantenzahl zurückgeführt werden. Einen

Theil der Untersuchungen dieses Abschnittes hat der Verfasser schon früher

in den Math. Ann. publicirt; doch ist auch Vieles neu, namentlich die §§ 25

und 28 bis 32.

Lit. 30, pag. 90. Die Anzahlen für Kegelschnitte sind grösstentheils

schon von Chasles in den Comptes rendus von 1864 und 1867 berechnet,

lieber die ersten Arbeiten von Chasles und anderen auf dem Gebiete der ab-

zählenden Geometrie bis 1872 vergleiche man das von Painvin publicirte

Literaturverzeichniss im Darboux Bull. III, pag. 155 bis 160.

Lit. 31, pag. 97. Für die Zahl der Kegelschnitte einer Ebene, welche

fünf gegebene Kegelschnitte berühren, gab Jacob Steiner irrthümlich 6^ an.

Die richtige Zahl 3264 fanden zuerst Chasles und Th. Bereut.
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Lit. 32, pag. 97. Die erste Berechnung von geometrischen Anzahlen

durch Ausartungen leistete Chasles in den Comptes rendus von 1864 beim

Kegelschnitt. Für höhere Curven machte erst Zeuthen die Methode brauchbar

durch seine eingehenden Untersuchungen in den Alm. Egenskaber ved Systemer

af plane Kurver (Kopenh. Acad. 1873, Naturw. og math. Afd. 10, Bd. IV).

Lit. 33, pag. 102. Die Elementarzahlen der Flächen zweiten Grades be-

rechnete zuerst Zeuthen in den Overs. ov d. K. Selsk. Forh. 1866 und in den

Nouv. Ann. (2), VII, pag. 385, dann auch der Verfasser im Grelle'schen Jour-

nal Bd. 71, pag. 366.

Lit. 34, pag. 106, 144. Einige Anzahlen für die Plancurven dritter Ord-

nung mit Spitze und mit DoppeJpunU berechnete zuerst Maillard in seiner

Doctordissertation „Recherche des caracteristiques des systemes elementaires

de courbes planes du troisieme ordre" (these publice en decembre 1871), dann

Zeuthen in den Comptes rendus, Bd. 74. Mit Berücksichtigung der auf die

singulären Punkte und Tangenten bezüglichen Bedingungen, behandelte die

Curve dritter Ordnung mit Spitze der Verfasser in den Gott. Nachr. von 1874,

pag. 267, und von 1875, pag. 359, später noch eingehender in den Math. Ann.

Bd. 13, pag. 451 bis 509. Eine ausführliche Behandlung der Curve dritter

Ordnung mit Doppelpunkt gab der Verfasser in den Math. Ann. Bd. 13, pag.

509 bis 537. In diesen Abhandlungen ist auch das Princip von der Erhaltung

der Anzahl für die Berechnung oder Bestätigung der Anzahlen für cubische

Plancurven benutzt.

Lit. 35, pag. 163. Der § 25 ist im Wesentlichen ein Auszug aus der

von der königl. dänischen Akademie im Januar 1875 gekrönten, aber noch

nicht publicirten Preisschrift des Verfassers, über welche Zeuthen in den

Kopenh. Akademieberichten von 1875, Heft 1, Bericht erstattet hat. Die Unter-

suchungen über die cuhische Eaumcurve sollten urspünglich den Inhalt der

von mir in den Math. Ann. Bd. 10, pag. 6, und Bd. 13, pag. 430 versprochenen

dritten Abhandlung meiner „Beitr. zur abz. Geom." bilden. Da ich nun jene

Untersuchungen in dieses Buch aufgenommen habe, so werde ich eine dritte

Abhandlung der Beitr. zur abz. Geom. nicht mehr veröffentlichen.

Lit. 36, pag. 166. Zeuthen machte mich 1875 brieflich darauf aufmerk-

sam, dass die Stammzahlen der Ausartung r} gleich 4 und 16 und nicht gleich

1 und 4 sind, wie ich in meiner Preisschrift irrthümlich angenommen hatte.

Lit. 37, pag. 167. Voss entwickelt in den Math. Ann. Bd. 13, pag. 170

die Gleichung dieses Complexes vierten Grades mit Hilfe von liniengeometrischen

Betrachtungen.

Lit. 38, pag. 182. Einen kleinen Theil der von Sturm in Borch. Journ.

Bd. 79, pag. 99 bis 140 und Bd. 80, pag. 128 bis 149 rein geometrisch abgeleiteten

Anzahlen für cubische Raumcurven fand schon Cremona in Borch. Journal

Bd. 60, pag. 180.

Lit. 39, pag. 184. Die inhaltreiche Abhandlung von Zeuthen, betitelt

„Almindelige Egenskaber ved Systemer af plane Kurver" in den Berichten der

Kopenhagener Akademie von 1873 (Naturw. og. math. Afd. 10, Bd. IV) leitet

nicht bloss die hier zusammengestellten Anzahlen ab , sondern giebt auch eine

22*
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Reihe von wichtigen Regeln über die MuUiplicität der Coincidenzen und über

die Lage der Plücker'schen Singularitäten auf den Ausartungen der Plancurven
^ter Ordnung. Zur Veranschaulichung dieser Ausartungen dienen Figuren, in

denen jedesmal nicht bloss die Ausartung seihst, sondern noch zwei nicht aus-

geartete Curven gezeichnet sind, welche der Ausartung in einem einstufigen

Systeme sehr nahe liegen, so dass immer die Ausartung gewissermassen als

der Uebergang von einer der beiden letztgenannten Curven zur anderen er-

scheint. Ausserdem enthält die Abhandlung auch noch alle Formeln, welche

für eine Berechnung der elementaren Anzahlen der Curven nter Ordnung als

Ausgangspunkt dienen müssen. Für höhere Plancurven, als solche von der

vierten Ordnung, sind bis jetzt nur sehr wenige, vereinzelt dastehende Anzahlen

bekannt; z. B. zeigt Jonquieres in den Math. Ann. Bd. I, pag. 424, dass es in

fester Ebene immer | . (n — 1) (n — 2) (Sn'-^ — 3w— 11) Curven nter Ordnung
giebt, welche zwei gegebene Doppelpunkte haben und durch ^(n^-t-Sw — 12)

gegebene Punkte gehen. Ebenso ist man bei der Berechnung der Anzahlen

für Flächen bis jetzt kaum über die Fläche zweiten Grades hinausgekommen.
Doch hat der Verfasser angefangen, die Regelflächen dritten Grades anzahl-

geometrisch zu behandeln und ihre Ausartungen zu beschreiben.

Lit. 40, pag. 188. Die Anzahlen für die lineare Congruenz habe ich

schon in den Math. Ann. Bd. 10, pag. 83 bis 88 aus den Coincidenzformeln

des Strahlenpaares abgeleitet, ohne jedoch damals die lineare Congruenz mit

unendlich nahen Leitlinien als ein Gebilde aufzufassen, welches aus einem
Strahle besteht, dessen Punkte den hindurchgelegten Ebenen projectiv sind.

Lit. 41, pag. 194, 202, 205. Den Gedanken, die Anzahlen für die pro-

jective Beziehung der Elemente einstufiger Grundgebilde ebenso durch Aus-

artungen zu berechnen, wie die Anzahlen von Curven und Flächen, fasste ich

erst bei der Redaction dieses Buches, angeregt durch die Abhandlungen von
Sturm und Hirst über Correlationen. Auf anderem, mühsameren Wege be-

stimmte schon Sturm in den Math. Ann. Bd. 6 die hier auf pag. 200 und 201

berechneten Zahlen als die Anzahlen für die Lösungen der Probleme der

„räumlichen Projectivitäf^ . Später hat Sturm in seiner grossen Abhandlung
über correlative Bündel (Math. Ann. Bd. 12, pag. 254 bis 368), wo er die Me-
thode der Anzahlbestimmung durch Ausartungen benutzt, auch die hier in § 30

berechneten Anzahlen bestimmt, um sie bei der Berechnung der Anzahlen für

correlative Bündel zu verwerthen. Einen Theil dieser Anzahlen bestimmte auch
Herr Hirst in den Proc. of the London Math. Soc. Bd. 5 und Bd. 8, und zwar
in Bd. 8 vermittelst der Ausartungen. Inzwischen habe ich in einer an die

Redaction des Borchardt'schen Journals abgeschickten Abhandlung auch die

Anzahlen für das Gebilde bestimmt, welches aus zwei auf den Geraden g und
7^ liegenden Punktreihen derartig zusammengesetzt ist, dass jedem Punkte auf

h zwei Punkte auf g entsprechen, einem Punkte auf g aber nur ein Punkt auf

h entspricht.

Lit. 42, pag. 208, 217. Die Anzahlen des § 31 für das aus zwei cdl-

linearen Bündeln bestehende Gebilde sind bisher noch nicht berechnet. Die-

jenigen Anzahlen jedoch, welche sich auf mehrfache Bedingungen dieses Ge-

bildes beziehen, sind schon von Sturm in den Math. Ann. Bd. 10, pag. 117 bis

136 bestimmt. Von den Anzahlen für zwei correlative Bündel hat Sturm
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in seiner ausführlichen Abhandlung in den Math. Ann. Bd. 12, pag. 254

bis 368 nicht bloss die hier in § 32 bestimmten Anzahlen, sondern auch

die auf meJirfache Bedingungen bezüglichen Anzahlen nach der Ausartungs-

methode abgeleitet, die letzteren Anzahlen übrigens auch schon in den Proc.

of the London Math. Soc. Bd. 7, pag. 175. Vorher hatte Hirst für das

dual entsprechende, aus zwei correlativen Ebenen bestehende Gebilde die-

jenigen Anzahlen berechnet, bei denen die beiden Ebenen als gegeben an-

gesehen werden, Proc. of the London Math. Soc. Bd. 5 und 8. Vorbereitende

Betrachtungen für die anzahlgeometrische Behandlung der räumlichen Cor-

relation, d. h. des Gebildes, welches die Punkte und die Ebenen des Baumes

einander ein - eindeutig zuordnet, stellte Hirst schon 1875 in den Proc. of the

London Math. Soc. Bd. 6, pag. 7 an.

Fünfter Abschnitt.

Dieser Abschnitt entwickelt aus den im dritten Abschnitt gewonnenen

Coincidenzformeln erster Dimension vermöge der symbolischen Multiplication

(pag. 20) die Bedingungen der Coincidenz von n Punkten einer Geraden und

der Coincidenz von n Strahlen eines Strahlbüschels, und findet die Anzahlen

für gewisse Singularitäten bei der punktallgemeinen Fläche und bei dem

strahlallgemeinen Complexe. Vorläufer dieses Abschnittes sind meine Abhand-

lungen „Tangentensingularitäten der; allgemeinen Ordnungsfläche" in den Math.

Ann. Bd. 11, pag. 348 bis 378, ferner „Das Correspondenzprincip für Gruppen

von n Punkten und von n Strahlen" in den Math. Ann. Bd. 12, pag. 180 bis

201, und auch „Singularitäten des Complexes nten Grades" in den Math. Ann.

Bd. 12, pag. 202 bis 221.

Lit. 43, pag. 228, 236. Die Anzahlen für die Tangenten , Haupttangenten

und Doppeltangenten der punktallgemeinen Fläche sind seit langer Zeit be-

kannt. Die Ordnung der Curvc der Berührungspunkte der vierpunktigen Tan-

genten bestimmte Salmon 1849 im 4. Bande des Cambr. a. Dubl. Math. Journ.

pag. 260, dann auch Clebsch in Crelle's Journ. Bd. 58, pag. 93. Cayley fand

ferner in den Phil, trans. of the Royal Soc. 1869, dass diese Zahl durch eine

Doppelcurve c^ter Ordnung um 22 . d und durch eine Rückkehrcurve rter Ord-

nung um 27.7- vermindert wird, was von Voss in den Math. Ann. Bd. 9,

pag. 483 bewiesen wurde. Die Zahlen für die drei- ziceipunktigen und für die

dreifachen Tangenten bestimmte zuerst Salmon 1860 analytisch im 1. Band des

Quarterly Journ. pag. 336, später auch Sturm synthetisch in Crelle's Journ.

Bd. 72, pag. 350. Die leichte Bestimmung dieser Anzahlen durch das Chasles-

sche Correspondenzprincip oder besser durch die Punktepaarformeln zweiter

Dimension (hier pag. 44 und 45) erkannte ich in den Math. Ann. Bd. 10, pag. 100.

Die Probleme, welche die Bestimmung der Zahlen für die fünfpimktigcn Tan-

genten und für die übrigen in endlicher Anzahl vorhandenen singulären Tan-

genten verlangen, stellte Salmon in seiner Raumgeometrie, H. Theil, Art. 462

auf, ohne jedoch die bei der algebraischen Behandlung dieser Probleme auf-

tretenden Schwierigkeiten überwinden zu können (Salmon -Fiedler, pag. 581).
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Endlich zeigte ich in den Math. Ann. Bd. 10, pag, 102, und gleichzeitig in den

Gott. Nachr., Februar 1876, dass das Chasles'sche Correspondenzprincip die

Lösung der Salmon'schen Probleme ohne jede Schwierigkeit ergiebt. Ausführ-

licher behandelte ich diese Probleme im Zusammenhang mit einigen verwandten

Problemen in den Math. Ann. Bd. 11, pag. 348 bis 378. Die in § 33 dieses

Buches geleistete directe Zurückführung aller jener Singularitätenzahlen auf

einige aus der Definition der Fläche ersichtliche Stammzahlen ist neu und
dürfte ein Beispiel für die Handlichkeit des Abzählungskalküls abgeben. Neuer-

dings fügte Krey in den Math. Ann. Bd. 15, pag. 211 zu den Formeln des Verfassers

diejenigen Reductionen hinzu, welche sie erleiden, wenn die Fläche mit den

gewöhnlichen Singularitäten, wie Doppelcurve etc., behaftet ist. Die nicht-

punktallgemeine Fläche behandelte hinsichtlich der Anzahlbeziehungen ihrer

Singularitäten am eingehendsten Zeuthen in den Math. Ann. Bd. 4, Bd. 9 und

namentlich Bd. 10, pag. 446 bis 546, nachdem schon Salmon in den Trans,

of the Royal Irish Acad. vol. 23, und Cayley in den Philos. trans. 1869 u. 1871

viele dieser Beziehungen angegeben hatten (cf. Salmon-Fiedler, IL Th., IL Aufl.,

pag. 605 bis 617).

Lit. 44, pag. 245. Voss findet die richtige Zahl der Kreispunkte in den

Math. Ann. Bd. 9, pag. 241 sowohl auf analytischem Wege, wie auch durch

eine Abzählungsweise, welcher ich die erste von den beiden hier (pag. 244)

gegebenen Bestimmungsarten nachgebildet habe.

Lit. 45, pag. 245. Die Ordnung und Klasse der Krümmungsmittelpunkts-

fläche der punktallgemeinen Fläche bestimmten Darboux in den Comptes rendus

Bd. 70, pag. 1329, und Marcks in den Math. Ann. Bd. 5, pag. 29. Dann fügte

Sturm in seiner Abhandlung über Normalen an algebraische Flächen, Math.

Ann. Bd. 7, pag. 567 bis 583, das allgemeine Resultat hinzu, dass bei einer

Fläche %ter Ordnung, wter Klasse, welche in jede gegebene Ebene a Haupt-

tangenten wirft und durch jeden gegebenen Punkt o Haupttangenten schickt,

die Ordnung der Krümmungsmittelpunktsfläche gleich 3n + 3m + ci + 6, und

ihre Klasse gleich n-{-m-{- a+ 6 ist.

Lit. 46, pag. 245. Sturm zeigte in den Math. Ann. Bd. 9, pag. 573 bis

575 , dass die Tangenten der auf einer Fläche liegenden Krü^nmungslinien eine

Congruenz vom Feldrang n-\-r + a und vom Bündelrang m + r-\-o bilden,

wenn n die Ordnung, r den Rang, m die Klasse der Fläche und u den Feld-

rang, G den Bündelrang der von ihren Haupttangenten gebildeten Congruenz

bezeichnen.

Lit. 47, pag. 246. Clebsch bestimmte diese Zahl in Crelle's Joum. Bd. 63,

pag. 14 (cf. auch Salmon- Fiedler's Raumgeometrie, IL Theil, Art. 463) analy-

tisch, aber um den Grad der von den vierpunktigen Tangenten gebildeten

Regelfläche zu gross. Dies zeigte ich in den Math. Ann. Bd. 11, pag. 377.

Lit. 48, pag. 247. Die hier geleistete Ausdehnung des Correspondenz-

princips von Vxmkiepaaren auf Vwükigruppen zeigte ich schon in den Math.

Ann. Bd. 12
,
pag. 182 bis 196. Doch habe ich die hier mit den Nummern 13

bis 23 versehenen Formeln dort noch nicht aufgestellt. Den speciellen Fall

der Coincidenzformel für Punktgruppen, in welchem der Träger der Punkt-

gruppe als fest vorausgesetzt wird, hier Formel 6 oder 24, betrachtete vor mir



Literatur - Bemerkungen. 343

schon Saltel in den Nouv. Ann. (2), Bd. 12, pag. 565 bis 570. Hieran schloss

Saltel in den Mem. cour. de l'Aead. de Belgique Bd. 24 die Auffindung der

Zahl der gemeinsamen endlichen Wurzeln von w Gleichungen mit n Unbekannten

in dem speciellen Falle, wo jede dieser Gleichungen die Eigenschaft hat, für

Xi=X2=x^ = . • . = Xn vom Grade a^ -{- a^ + cc^ -\- . . . + ccn zu sein, wo immer

ai ihren Grad für die Unbekannte Xi bedeutet. Eine Formel für die Zahl der

gemeinsamen endlichen Wurzeln von n allgemeinen Gleichungen mit n Un-

bekannten gab Fouret im Bull, de la Soc. math. de France, Bd. 2, pag. 136,

indem er die geometrische Untersuchung, welche ihn im Bull, de la Soc. math.

Bd. 1, pag. 122 zu der Zahl der nicht unendlich fernen gemeinsamen Punkte

dreier Flächen geführt hatte, Schritt für Schritt algebraisch verfolgte. In den

Comptes rendus Bd. 80, pag. 1324 setzte Saltel an die Stelle der n in gerader

Linie befindlichen Punkte n Punkte, welche sich auf einer festen Raumcurve

vom Geschlechte null befinden. Die Formeln des § 35 für die Bedingung der

Coincidenz von n Strahlen eines Strahlbüschels leitete ich in den Math. Ann.

Bd. 12, pag. 196 bis 201 ab. Doch sind die hier mit den Nummern 29 bis 40

bezeichneten Formeln neu.

Lit. 49, pag. 262, 271. Am ausführlichsten hat Voss in seiner Abhand-

lung „über Complexe und Congruenzen" (Math. Ann. Bd. 9, pag. 55 bis 162)

den strahlallgemeinen Complex n^eu Grades hinsichtlich seiner Singularitäten

behandelt, nachdem durch Plücker's „Neue Geometrie des Raumes" (Teubner

1868 und 1869) die Fundamente der Liniengeometrie festgestellt waren, ferner

durch Clebsch (Math. Ann. Bd. 2, pag. 1 bis 8, und Bd. 5, pag. 435 bis 442),

Klein (Math. Ann. Bd. 2, pag. 198 bis 226, Bd. 5, pag. 257 bis 278 und pag. 278

bis 302, und Bd. 7, pag. 208 bis 211), Lie (Math. Ann. Bd. 5, pag. 145 bis 256),

Klein und Lie (Berl. Monatsber. 1870), Pasch (Giessen 1870, Crelle's Journ.

Bd. 75
,
pag. 106 bis 153), Weiler (Math. Ann. Bd. 7, pag. 145 bis 207) und

durch Voss' eigene Untersuchungen (Math. Ann. Bd. 8, pag. 54 bis 136) wich-

tige Vorarbeiten für die analytische Behandlung des Complexes, namentlich

auch hinsichtlich seiner sogenannten singulären Fläche geliefert waren. Dem
Verfasser gelang es dann in den Math. Ann. Bd. 12, pag. 202 bis 221 mit

Hilfe seines Kalküls alle diejenigen Singularitätenzahlen des Complexes zu be-

rechnen, welche den Zahlen für die Tangentensingulariäten bej der Fläche

wten Grades, z. B. der Zahl für die fünfpunktigen Tangenten, analog sind, und

dadurch nich bloss viele von den durch Voss berechneten Zahlen zu bestätigen,

sondern ihnen auch eine Reihe von neuen Zahlen für höhere Singularitäten

hinzuzufügen. Der § 36 ist daher im Wesentlichen ein Auszug aus der eben

citirten Abhandlung des Verfassers. Die auch schon durch Voss oder vor Voss

gefundenen Singularitätenzahlen hind hier auf pag. 271 zusammengestellt. Da-

gegen sind alle übrigen hier auf pag. 269 und 270 angeführten Zahlen bis

jetzt nur durch den Abzählungskalkül , analytisch aber noch nicht bestimmt.

Ebenso fehlt noch eine analytische Berechnung des liniengeometrischen Ana-

logons der 27 in einer Fläche dritter Ordnung liegenden Geraden, nämlich

der Zahl 1280 derjenigen Strahlbüschel, deren sämmtliche Strahlen einem

Complexe vierten Grades angehören.
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Sechster Abschnitt.

Dieser Abschnitt definirt für jedes beliebige Gebilde, was man unter

seinem CharaJcteristikenprohlem zu verstehen hat, löst das Charakteristikenpro-

blem für einige Gebilde und liefert eine Reihe von interessanten Anwendungen
der dadurch gefundenen Charakteristikenformeln. Die meisten Untersuchungen

dieses Abschnittes sind 'neu. Doch ist der Beweis der in § 38 abgeleiteten

Charakteristikenformel erster Dimension schon in den Gott. Nachr. von 1876,

pag. 507 bis 512 vom Verfasser im Verein mit Hurwitz mitgetheilt. Ferner

habe ich einige Resultate der §§ 39, 40, 41 schon in den Gott. Nachr. von

1877, pag. 401 bis 426 ohne Beweis aufgestellt.

Lit. 50, pag. 274, 279. Die hier gegebene neue Formulirung des Be-

griffs der Charakteristiken ist berechtigt, seitdem der von Chasles in den

Comptes rendus Bd. 59 gemachte Inductionsschluss , für jede Plancurve gäbe

es zwei Charakteristiken, durch die weiteren Fortschritte der abzählenden

Geometrie, namentlich aber durch Clebsch's Beweis des Chasles'schen Satzes

in den Math. Ann. Bd. 6, pag. 1, als unhaltbar erkannt wurde (conf. auch

Clebsch-Lindemann's Vorles. über Geom. pag. 390 flg). Andeutungsweise gab

ich schon in den Gött. Nachr. 1877, pag. 401 die Formulirung des Cha-

rakteristikenproblems. Das hier auf pag. 279 besprochene, aus dem Begriff

der Charakteristiken resultirende , allgemeine Eliminationsverfahren zeigte ich

in den Math. Ann. Bd. 10, pag. 355. .

Lit. 51, pag. 284. Die von Chasles in den Comptes rendus von 1864

ohne Beweis aufgestellte Charakteristikenformet erster Dimension für den Kegel-

schnitt wurde von Clebsch in den Math. Ann. Bd. 6, pag. 1 (1873) von Hal-

phcn in dem Bull, de la Soc, math. de Fr. Bd. 1, pag. 130 bis 141 (1873)

und von Lindemann in Clebsch's Vorl. über Geom. pag. 398 (1875) bewiesen.

Halphen fügte in seiner Abhandlung und Lindemann in seinem Buche pag. 404 auch

die Charakteristikenformeln höherer Dimension hinzu. Halphen dehnte dann

in dem Bull, de la Soc. math, de Fr. Bd. 2, pag. 11 bis 33 seine Betrachtungen

auch auf Kegelschnitte im Räume und auf Flächen zweiten Grades aus. Im
Jahre 1876 aber erhob Halphen in den Comptes rendus Bd. 83, (4. September)

pag. 537 bis 538, und Bd. 83, pag. 886 bis 888 (13. November) Zweifel gegen

die Allgemeingiltigkeit der Chasles'sehen Charakteristikenformel und deutete

Modificationen an, welche dieselbe bei Voraussetzung gewisser einstufiger

Systeme und gewisser einfacher Bedingungen erleiden müsste. Unmittelbar

nach der ersten Halphen'schen Note publicirten Hurwitz und der Verfasser

ihren hier mitgetheilten Beweis des Chasles'schen Satzes. In demselben Jahre

sprach auch Saltel in dem Bull, de Belg. (2), Bd. 62, pag. 617 bis 624 Zweifel

gegen die allgemeine Richtigkeit des Satzes aus. Erst im Jahre 1878 gab

Halphen eine ausführliche Begründung seiner Zweifel und stellte die Formeln

auf, welche an die Stelle der Chasles'schen Formel zu treten haben, und zwar

in den Proc. of the London Math. Soc. vol. IX, Nos. 133, 134 und in den Math.

Ann. Bd. 14 (cf. auch die soeben in Bd. 45 des Journ. de l'Ec. pol. erscheinende

Abhandl.). Da der Verfasser sich diese Halphen'schen Abhandl. erst während des

Druckes dieses Buches verschaffen konnte, so war es ihm leider nicht mehr

möglich, die wichtigen Untersuchungen Halphen' s hier zu verwerthen.
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Lit. 52, pag. 289, 299, 303. Die wichtigsten Formeln der §§ 39, 40, 41

habe ich schon in den Gott. Nachr. vom Juli 1877, pag. 401 bis 426 ohne Be-

weis mitgetheilt. Doch sind verschiedene der hier gemachten Anwendungen

neu. Die Resultate, welche sich auf die Berührung von Flächen von zwei

gegebenen Flächensystemen beziehen, hat schon Fouret in den Comptes rendus

Bd. 80, pag. 805 bis 809, und Bd. 82, pag. 1497 bis 1500 auf ganz anderem

Wege abgeleitet (cf, hier Lit. 20).

Lit. 52 a, pag. 306. Auf die Definition und die Untersuchung der Con-

nexe wurde Clebsch 1872 in den Gott. Abh. Bd. 17 und den Math. Ann. Bd.

5, pag. 427 durch die Invariantentheorie geführt. Ausführlicher behandelte

die Connexe Lindemann in seinen Vorles. von Clebsch pag. 924 bis 1037. Für

die vom Coordinatenzwange freie geometrische Forschung sind jedoch alle

übrigen Systeme von Hauptelementenpaaren ebenso wichtig wie der Connex.

In der That untersuchte Krause in den Math. Ann. Bd. 14, pag. 294 bis 322

auf analoge Weise einen gewissen Baumconnex, d. h. ein gewisses fünf-

stufiges System von Gebilden, deren jedes aus einem Punkte und einer zu-

gehörigen Ebene besteht.

liit. 53, pag. 307, 323. Die Untersuchungen der §§ 42 und 44 sind neu.

Die Formel für die Zahl der gemeinsamen Punktgruppen von n gegebenen

(n — 1) - stufigen Systemen in dem speciellen Falle, dass der Träger dieser

Systeme gegeben ist, führt bei algebraischer Auffassung auf die von Saltel in

den Mem. de Belg. Bd. 24 gegebene Formel für die Zahl der gemeinsamen end-

lichen Wurzeln von n allgemeinen Gleichungen mit n Unbekannten (cf. Lit. 48).

Lit. 54, pag. 319. Brill beweist seine Formel für die Zahl der gemein-

samen Punktepaare aus zwei auf einer festen Curve liegenden einstufigen Sy-

stemen von Punktepaaren in den Math. Ann. Bd. 7, pag. 607 (Clebsch -Linde-

mann's Werk pag. 446) im Zusammenhange mit der Formel für die Zahl der

Coincidenzen eines solchen Systems (cf. hier Lit. 29).

Lit. 55, pag. 322. Die hier als specielle Fälle der Charakteristikenfor-

meln für die Punktgruppe erkannten Resultate für die vielfachen Secanten des

Schnittes zweier Flächen leitete auf ganz anderem Wege Salmon in seiner

Raumgeometrie (Salmon-Fiedler, II. Th., Art. 216 und 219, pag. 262 und 264)

ab, ausserdem auch Zeuthen in Brioschi Ann. (2), III, pag. 175 bis 218, und

Picquet in den Comptes rendus, Bd. 77, pag. 474 bis 478, Bull, de la Soc. math.

Bd. 1, pag. 260 bis 280.

Lit. 56, pag. 329, 330, 331, 332. Die hier auf dem Schnitt zweier Com-

plexe abgezählten Singularitäten sind bisher noch nicht beachtet.
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(Jede einem "Worte nachgesetzte Zahl giebt entweder die Seite an, wo dasselbe definirt ist,

oder die Seite, wo dasselbe hauptsächlich vorkommt.)

Allgemeingiltigkeit einer Gleichung

zwischen Bedingungen: 22.

Angehörig einer Bedingung: 6, einem

Gebilde: 7.

Ausarten, Ausartung, Ausartungsbe-

dingung, Ausartungsanzahl: 6, 68,

92, 98.

Axiomatische Anzahlen des Raumes : 16.

Bedingung: 1, 3, 6, 10.

Beschränkung einer Definition: 11.

Brennfläche einer Congruenz: 305.

Brennpunkte auf den Strahlen einer

Congruenz: 64.

Bündelgrad, Bündelrang: 18.

Charakteristiken: 274.

Charakteristikenformeln: 282.

Charakteristikenproblem: 281.

Charakteristikenzahl: 279.

Coincidenz, Coincidenzbedingung, Co-

incidenzformeln : 42, 249, 256.

Collinear: 208.

Complex: 8.

Congruenz: 8.

Conjugirt bei collinearen Bündeln: 209,

bei correlativen Bündeln: 219.

Connex: 9, 306.

Correlativ: 217.

Correspondenzprincip , Chasles'sches:

43, Salmon-Zeuthen'sches : 45, Cayley-

BrilFsches: 86.

Constantenzahl: 1.

Cubisch: heisst „dritten Grades".

Curve: 8.

Definirende Bedingung eines Sy-

stems: 8.

Definition oder Erzeugung eines Ge-

bildes durch ein anderes: 7.

Dimension einer Bedingung: 7, einer

Formel: 19.

Dopx)elaxen der cubischenRaumcurve:

163.

Doi3pelsecanten der cubischen Raum-

curve: 163.

Doppeltangenten einer Fläche: 229.

Dreifache Secanten der Schnittcurve

zweier Flächen: 323.

Dreifache , drei - dreipunktige , drei-

zweipunktige , drei - zwei - zweipunk-

tige Tangenten: 238.

JE, e, eg^ e^ e^ sind feste Symbole

für gewisse Grundbedingungen: 5.

Ebenenpaar: 49.

Elementarsysteme der Plancurven vier-

ter Ordnung: 184.

Elementarzahlen des Kegelschnitts : 95,

der Fläche zweiten Grades: 105, der

cubischen Plancurve mit Spitze : 136,

der cubischen Plancurve mit Doppel-

punkt: 157, der Plancurven vierter

Ordnung: 186, 187.

Erhaltung der Anzahl: 12.

Erzeugung eines Gebildes durch ein

anderes, eines Systems durch ein

Gebilde: 8.

Faktoren einer zusammengesetzten Be-

dingung: 3.

Feld -dual: 108.

Feldgrad, Feldrang: 18.

Fläche: 8.
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Fünfpunktige Tangenten: 237.

Function von Bedingungen: 19.

^, <7, 9ej gpj gs, g\ g^ g'^ sind feste

Symbole für gewisse Grundbeding-

ungen: 5.

r ist ein allgemeines Zeichen für ein

irgendwie definirt gedachtes, geome-

trisches Gebilde.

Gerade Punktgruppe: 307.

Giltigkeitsbereich einer Gleichung zwi-

schen Bedingungen: 21.

Gleichung zwischen Bedingungen: 19.

Grad, Gradzahl: 17.

Grundbedingung: 4.

Grundgebilde: 4.

Hauptebenen , Hauptgerade , Haupt-

punkte der Ausartung i/> der Fläche

zweiten Grades: 69.

Hauptelemente des Raumes, gemein-

samer Name für Punkt, Strahl,

Ebene: 4.

Hauptformeln für die cubische Plan-

curve mit Spitze: 111.

Hauptformeln für die Coincidenz von n

Punkten einer Geraden: 249, für

die Coincidenz von n Strahlen eines

Strahlbüschels: 256.

Haupttangenten einer Fläche: 231.

Homographische Abbildung: 68, 91,

111, 144.

Imaginäre Gebilde: 17.

Incident: 25.

Incidenzformeln: 25, 26, 31, 32.

Individuum heisst ein einzelnes Ge-

bilde zum Unterschied vom Gattungs-

begriff.

Invariante Bedingung: 5.

Rlasse: 18.

Klassenaxen, Klassencurven, Klassen-

flächen, Klassenpunkte: 101.

Kreispunkte einer Fläche: 244.

Ej:ümmungsmittelpunktsfläche : 245.

Krümmungslinientangenten : 245.

liineare Congruenz: 188.

Liniencomplexe : 8.

Linienflächen: 8.

Liniengeometrie: 9.

Metrische Bedingungen: 6.

Multiplication einer Bedingung mit

einer anderen: 3.

Ordnung: 18.

Ordnungscurve , Ordnungsebene, Ord-

nungsfläche, Ordnungsgerade: 101.

Ort heisst jedes von einem Haupt-

elemente erzeugte System: 8.

JP, p, p,j, p'^, p^ sind feste Symbole

für gewisse Grundbedingungen: 5.

pe, festes Symbol für eine gewisse

Bedingung: 33.

Parabolische Punkte und Tangenten:

243.

Plancurve heisst eine Curve, deren

sämmtliche Punkte in einer und der-

selben Ebene liegen.

Plücker'sche Complexfläche : 271.

Polarebene: 82.

Potenz einer Bedingung: 3.

Princip von der Erhaltung der An-

zahl: 12.

Product von Bedingungen: 3.

Projectiv: 192, 195, 199, 202.

Punktallgemein heisst eine Plancurve

oder Fläche, wenn ihre Gleichung

in Punktcoordinaten* so allgemein

wie möglich ist.

Punktepaar: 13.

Punktfeld: 4.

Räumliche Bedingung: 5.

Räumliches n-Eck: 1.

Rang: 18.

Rangaxe , Rangbüschel , Rangcurve,

Rangebene, Rangfläche, Rangpunkt:

101.

Raumelement: 9.

Reduction, Chasles - Zeuthen'sche : 97.

Regelfläche: 8.

Regeischaaren einer Fläche zweiten

Grades: 64.

Sechspunktige Tangenten: 254.

Singulare Fläche eine^ Complexes: 271.
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Singulärer Defect einer Formel bei

Plancurven: 109.

Singulare Punkte, Ebenen, Strahlen

bei der ein -eindeutigen Beziehung

von Grundgebilden: 193, 195, 196,

200, 202, 205, 209, 217.

Singularitätendreieck der cubischen

Plancurve mit Spitze: 106.

Spaltung einer Bedingung: 99.

Stammzahlen für Ausartungsanzahlen:

119 flg., 145 flg., 166, 185; für ge-

wisse Singularitätenzahlen bei Flä-

chen : 235 ; für gewisse Singularitäten-

zahlen bei Complexen: 265.

Strahlallgemein heisst ein Complex,

wenn seine Gleichung in Linien-

coordinaten so allgemein wie mög-
lich ist.

Strahlbüschelgeometrie: 9, 188, 299.

Strahlenaxe: 4.

Strahlenfeld: 4.

Strahlenpaar: 58.

Stufe eines Systemes: 8.

Summe von Bedingungen: 3.

Symbole sind Zeichen für definirte Be-

dingungen: 3.

Symbolische Multiplication : 20.

System von Gebilden: 8.

Theilgebilde der Ausartungen: 98.

Torse: 8.

Transcendente Gebilde: 18.

Uebertragung einer Bedingung von

einem Gebilde auf ein zweites Ge-

bilde, durch welches das erste er-

zeugt ist: 7.

Vierfache Secanten der Schnittcurve

zweier Flächen: 323.

Vierfache Tangenten: 237.

Vierpunktige Tangenten: 536.

Vier-zweipunktige Tangenten: 238.

Volle Coincidenz eines Punktepaares:

46, eines Strahlenpaares: 61.

Wendepunktsstrahl : 144.

Zahlenreihe: 131.

Zusammengesetzte Bedingung: 3.
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(Die bei jedem Namen auf „Lit." folgenden Zahlen beziehen sich auf die Nummern der Literatur-

bemerkungen (pag. 333 flg.), die vorangehenden Zahlen aber auf die Seiten des Buches.)

Lüroth: Lit. 2.

Maillard: 109, 140, 144, 145, 162;

Bezoiit: 9, 46, 49, 282.

Brill: 57, 84, 86, 88, 319; Lit. 18, 28,

29, 54.

Cayley: 57, 86, 227; Lit. 29, 43.

Chasles: 6, 42, 44, 91, 97, 274, 276;

Lit. 3a, 18, 29, 30, 31, 32, 50, 51.

Clebsch: 9, 227, 306; Lit. 9, 43, 47,

49, 50, 51, 52a.

Cremona: 80; Lit. 27, 38.

Darboux: Lit. 45.

Fiedler: 48, 227, 245, 297; Lit. 9.

Fouret: 47; Lit. 5a, 17, 20, 48, 52.

Gauss: 42, 47.

Ralphen: 62, 80, 283; Lit. 3, 21, 27, 51.

Hirst: 195, 217; Lit. 41, 42.

Hoppe: Lit. 1.

Hurwitz: Lit. 4, 13, 26, 51.

de Jonquieres: Lit. 4, 18, 39.

Klein: 17, 64, 270; Lit. 6, 9, 22, 49.

Krause: Lit. 52a.

Krey: Lit. 43.

Kummer: 272; Lit. 9.

Lie, Lit. 22, 49.

Lindemann: 9, 80, 227, 280, 307; Lit.

9, 27, 51, 52a.

Lit. 34.

Marcks: Lit. 4, 45.

Painvin: Lit. 30.

Pasch: Lit. 49.

Picquet: Lit. 55.

Plücker: 9,17, 88,270,271; Lit. 9, 49.

Poncelet: 16; Lit. 4.

Reye: 9.

Salmon: 48, 227, 245, 297; Lit. 9, 16,

43, 55.

Saltel: 43; Lit. 48, 51, 53.

Schröder 3; Lit. 3.

Steiner: Lit. 4, 31,

Sturm: 182, 183, 195, 202, 21G, 217,

224; Lit. 4, 5, 10, 11, 38, 41, 42,

45, 46.

Voss: 167, 245, 271, 272, 305, 331;

Lit. 2, 9, 37, 43, 44, 49.

Weiler: Lit. 49.

Zeuthen: 17, 45, 91, 97, 109, 140, 144,

145, 162, 184, 186; Lit. 9, 11, 16,

18, 21, 24, 25, 32, 33, 34, 35, 36,

39, 43, 55.
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Elasticität und Capillarität. Herausgegeben von A. Giesen.
(VI u. 196 S.) gr. 8. 1869. geh. n. 4 Mk.

Bretsehneider , C. A., Prof. am Gymnasium zu Gotha, die Geometrie
und die Geometer vor Euklides. Ein historischer Versuch.

Mit einer lith. Tafel. (IV u. 184 S.) gr. 8. 1870. geh. n. 4 Mk.

Burmester, Dr. L., Professor am Königl. Polytechnikum zu Dresden,

Theorie und Darstellung der Beleuchtung gesetzmässig ge-

stalteter Flächen, mit besonderer Rücksicht auf die Bedürfnisse

technischer Hochschulen. (XVI u. 386 S.) gr. 8. Mit einem Atlas

von 14 lithogr. Tafeln (in qu.-Fol. in Mappe). Zweite Ausgabe.

1875. geh. n. 8 Mk.

Cantor, M., Euclid und sein Jahrhundert. Mathematisch -histo-

rische Skizze. (72 S.) gr. 8. 1867. geh. 1 Mk. 80 Pf.

Separatabdruck aus der Zeitschrift für Mathematik und Physik. In der
Einzelnausgabe vergriffen, dagegen im Supplementheft zum XII. Jahrgang der
Zeitschrift für Mathematik und Physik noch zu haben.

die römischen Agrimensoren und ihre Stellung in der Ge-

schichte der Feldmesskunst. Eine historisch-mathematische Unter-

suchung. Mit 6 lith. Tafeln. (237 S.) gr. 8. 1875. geh. n. 6 Mk.

Clebseh, Dr. A., Prof. an der polytechnischen Schule zu Carlsruhe

(f als Professor in Göttingen), Theorie der Elasticität fester

Körper. (XI u. 424 S.) gr. 8. 1862. geh. n. 9 Mk.

Theorie der binären algebraischen Formen. (VIII u.

467 S.) gr. 8. 1871. geh. n. 11 Mk.

Vorlesungen über Geometrie. Bearbeitet und herausgegeben

von Dr. Ferdinand Lindemann. Mit einem Vorwort von Felix
Klein. Ersten Bandes erster Theil. (S. 1—496.) gr. 8. 1875.

geh. n. 11 Mk. 20 Pf.

Ersten Bandes zweiter Theil. (S. 497— 1050 u. XII S.)

gr. 8. 1876. geh. n. 12 Mk. 80 Pf.

Beide Theile in einem Band, geh. n. 24 Mk.

Clebseh, Dr. A., und P. Gordan, Professor in Erlangen, Theorie der
AbeTschen Functionen. (XIII u. 333 S.) gr. 8. 1866. geh.

n. 7 Mk. 20 Pf.
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Dirichlet, P. G. Lejeune-, Vorlesungen über die im umgekehr-
ten VerhUltniss des Quadrats der Entfernung wirkenden
Kräfte. Herausgegeben von Dr. F. Grube, ord. Lehrer an der

königl. Domscbule zu Schleswig. (VIII u. 183 S.) gr. 8. 1876.

geh. n. 4 Mk.

Drach, Dr. C. A. von, Privatdocent an der Universität Marburg, Ein-
leitung in die Theorie der cubischen Kegelschnitte (Raum-
curven dritter Ordnung). Mit 2 lith. Tafeln. (IV u. 112 S.) gr. 8.

1867. geh. n. 2 Mk. 80 Pf.

Durege, Dr. H., ordentlicher Professor an der Universität zu Prag,

Theorie der elliiDtischen Functionen. Versuch einer elemen-

taren Darstellung. Dritte Auflage. Mit 32 in den Text gedruckten

Holzschnitten. (VIII u. 390 S.) gr. 8. 1878. geh. n. 9 Mk.

Elemente der Theorie der Functionen einer complexen
veränderlichen Grösse. Mit besonderer Berücksichtigung der

Schöpfungen Riemann's. Zweite zum Theil umgearbeitete Auflage.

(XII u. 233 S.) gr. 8. 1873. geh. n. 5 Mk. 20 Pf.

die ebenen Curven dritter Ordnung. Eine Zusammenstell-

ung ihrer bekannteren Eigenschaften. Mit 44 Figuren in Holz-

schnitt. (XII u. 343 S.) gr. 8. 1871 geh. n. 7 Mk 20 Pf.

Fiedler, Dr. Willielni, Professor am eidgenössischen Polytechnikum zu

Zürich, die darstellende Geometrie in organischer Verbindung

mit der Geometrie der Lage. Für Vorlesungen an technischen

Hochschulen und zum Selbststudium. Zweite Auflage. Mit 260
Holzschnitten und 12 lithographirten Tafeln. (LIV u. 761 S.)

gr. 8. 1875. geh. n. 18 Mk.

Gordan, Dr. Paul, ord. Professor der Mathematik an der Universität

zu Erlangen, über das Formensystem binärer Formen. (52 S.)

gr. 8. 1875. geh. n. 2 Mk.

Günther, Dr. Siegmund, vermischte Untersuchungen zur Ge-
schichte der mathematischen Wissenschaften. Mit in den

Text gedruckten Holzschnitten und 4 lithographirten Tafeln. (VHI
u. 352 S.) gr. 8. 1876. geh. n. 9 Mk.

Hankel, Dr. Herrn., weil. Professor in Tübingen, zur Geschichte der

Mathematik im Alterthum und Mittelalter. (IV u. 410 S.)

gr. 8. 1874. geh. n. 9 Mk.

Vorlesungen über die Elemente der projectivischen Geo-
metrie in synthetischer Behandlung. (VIII u. 256 S.) gr. 8.

1875. geh. n. 7 Mk.

Heilermann, Dr. Hermann, Director der Realschule zu Essen, eine

elementare Methode zur Bestimmung von grössten und kleinsten

Werthen, nebst vielen Aufgaben. Mit 21 Figuren in Holzschnitt.

(VII u. 104 S.) gr. 8. 1871. geh. n. 2 Mk. 40 Pf.

Helmert, F. R., die Ausgleichungsrechnung nach der Methode

der kleinsten Quadrate mit Anwendungen auf die Geodäsie und die

Theorie der Messinstrumente. (XI u. 348 S.) gr. 8. 1872. geh.

n. 7 Mk.
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Hesse, Dr. Otto, weil. Prof. am königl. Polytechnikum zu Münclien,
Vorlesungen über analytische Geometrie des Kaumes,
insbesondere über Oberflächen zweiter Ordnung. Revidirt und mit
Zusätzen versehen von Dr. S. Gundelfinger, a. o. Professor an
der Universität zu Tübingen. Dritte Auflage. (XVI u. 546 S.)

gr. 8. 1876. geh. n. 13 Mk.

sieben Vorlesungen aus der analytischen Geometrie der
Kegelschnitte. Fortsetzung der Vorlesungen aus der analytischen

Geometrie der geraden Linie, des Punktes und des Kreises. [Se-

paratausgabe aus der Zeitschrift für Mathematik und Physik.] (52 S.)

gr. 8. 1874. geh. n. 1 Mk. 60 Pf.'

Vorlesungen aus der analytischen Geometrie der ge-
raden Linie, des Punktes und des Kreises in der Ebene.
Zweite vermehrte Auflage. (VII u. 226 S.) gr. 8. 1873. geh.

n. 6 Mk. 20 Pf.

vier Vorlesungen aus der analytischen Geometrie. Se-

paratabdruck aus der Zeitschrift für Mathematik u. Physik. (57 S.)

gr. 8. 1866. geh. n. 1 Mk. 60 Pf.

die vier Species. (35 S.) gr. 8. 1872. geh. n. 1 Mk.

die Determinanten elementar behandelt. 2. Auflage. (IV u.

48 S.) gr. 8. 1872. geh. n. 1 Mk. 20 Pf.

Joachimsthal, F., Anwendung der Differential- und Integral-
rechnung auf die allgemeine Theorie der Flächen und der Linien

doppelter Krümmung. (Herausgegeben von A. Liersemann.) Mit

4 Figurentafeln. (VIII u. 174 S.) gr. 8. 1872. geh. n. 5 Mk.

Kirchlioff, Dr. Gustav, Professor in Berlin, Vorlesungen über
mathematische Physik. Mechanik. Zweite Auflage. (VIII u.

466 S.) gr. 8. 1877. geh. n. 13 Mk.

Klein, Prof. Dr. Hermann, Lehrer der Mathematik und Physik am
Vitzthum'sehen Gymnasium zu Dresden, die Principien der Me-
chanik historisch und kritisch dargestellt. Eine von der

philosophischen Honoren-Facultät zu Göttingen gekrönte Preisschrift.

(VIII u. 120 S.) gr. 8. 1872. geh. n. 2 Mk. 40 Pf.

Klekler, Karl, Professor an der k. k. Marine -Akademie zu Fiume, die

Methoden der darstellenden Geometrie zur Darstellung der

geometrischen Elemente und Grundgebilde. Mit 13 lithographirten

Tafeln. (X u. 151 S.) gr. 8. 1877. geh. n. 4 Mk. 40 Pf.

Kohlrausch, F., Professor in Würzburg, Leitfaden der praktischen
Physik, mit einem Anhange: Das elektrische und magne-
tische absolute Maasssystem. Dritte verbesserte Auflage.

(XII u. 254 S.) gr. 8. 1877. geh. n. 5 Mk.

Koenigsberger , Dr. Leo, ordentl. Prof. an der Universität zu Wien,

die Transformation, die Multiplication und die Modular-
gleichungen der elliptischen Functionen. (VII u. 196 S.)

gr. 8. 1868. geh. n. 4 Mk.
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Königsberger, Dr. Leo, ordentlicher Professor an der Universität zu

Wien, Vorlesungen über die Theorie der elliptischen Func-
tionen nebst einer Einleitung in die allgemeine Functionenlehre.

Mit 62 Holzschnitten im Text. 2 Theile. gr. 8. 1874. geh.

n. 21 Mk. 60 Pf.

Vorlesungen über die Theorie der hyperelliptischen In-

tegrale. (IV u. 170 S.) gr. 8. 1878. geh. n. 4 Mk. 80 Pf.

Kötteritzscli , Th., Dr. phil., Lehrer am Gymnasium zu Grimma, Lehr-
buch der Elektrostatik. (X u. 335 S.) gr. 8. 1872. geh. n. 7 Mk.

Krebs, Dr. G., Lehrer der Physik und Chemie an der höheren Gewerbe-
und Handelsschule zu Frankfurt a. M., Einleitung in die mecha-
nische Wärraetheorie. Mit 52 Holzschnitten im Text. (VI u.

218 S.) gr. 8. 1874. n. 4 Mk.

Lindemann, Dr.F., Prof a. d. Univers. zu Freiburg i.B., Unter suchungen
über den Riemann-Roch'schen Satz. gr. 8. 1879. geh. 1 Mk.

Lommel, Dr. Eugen, Professor der Mathematik an der Universität zu

Erlangen, Studien über die Bessel'schen Functionen. (VII

u. 135 S.) gr. 8. 1868. geh. n. 3 M.

Lorenz, L., die Lehre vom Licht. Vorlesungen in der obersten

Klasse der Offizierschule zu Kopenhagen gehalten. Autor, deutsche

Ausg. Mit zahlr. Holzschn. im Text. (203 S.) gr. 8. 1877. geh.

n. 4 Mk.
Mansion, Dr. Paul, Professor an der Universität Gent, Elemente der

Determinanten mit vielen Uebungsaufgaben. (VI u. 49 S.)

gr. 8. 1878. geh. n. 1 Mk. 20 Pf.

Matthiessen, Dr. Ludwig, Professor an der Universität zu Rostock,

Grundriss der Dioptrik geschichteter Linsensysteme. Ma-
thematische Einleitung in die Dioptrik des menschlichen Auges.

(VIII u. 276 S.) gr. 8. 1877. geh. n. 8 Mk.

Grundzüge der antiken und modernen Algebra der litteralen

Gleichungen. (XVI u. 1001 S.) gr. 8. 1878. geh. n. 20 Mk.

Meyer, Dr. phil. G-ustav Ferdinand, ehemal. Privatdocent an der Uni-

versität Göttingen, Vorlesungen über die Theorie der be-

stimmten Integrale zwischen reellen Grenzen, mit vorzüglicher

Berücksichtigung der von P. Gustav Lejeune -Dirichlet im

Sommer 1858 gehaltenen Vorträge über bestimmte Integrale. Mit

i.d. Text gedr. Holzschn. (XVIII u. 628 S.) gr. 8. 1871. geh.n. 12Mk.

Narr, Dr. F., Docent der Physik an der Universität München, Ein-

leitung in die theoretische Mechanik. Mit 35 Figuren in

Holzschnitt. (XII u. 350 S.) gr. 8. 1875. geh. n. 6 Mk.

Neumann, Dr. Carl, ord. Professor in Leipzig, Vorlesungen über
Riemann's Theorie der Abel'schen Integrale. Mit zahlreichen in

den Text gedruckten Holzschnitten und einer lithographirten Tafel.

(XVI u. 514 S.) gr. 8. 1865. geh. n. 11 Mk.

das Dirichlet'sche Princip in seiner Anvrendung auf die Rie-

mann'schen Flächen. (80 S.) gr. 8. 1865. geh. n. 1 Mk. 80 Pf.

Schubert, Kalkül der abzählenden Geometrie. 23
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Neumann, Dr. Carl, ord. Prof. in Leipzig, die Haupt- und Brenn-
punkte eines Linsensystemes. Elementare Darstell, der durch
Gauss begründ. Theorie. (VIIu.4lS.) gr. 8. 1866. geh. 1 Mk. 50 Pf.

Theorie der Bessel'schen Functionen. Ein Analogon zur

Theorie der Kugelfunctionen. (VIII u. 72 S.) gr. 8. 1867. geh. n. 2 Mk.

über die Principien der Galilei-Newton'schen Theorie.
Akademische Antrittsvorlesung. (32 S.) gr. 8. 1870. geh. n. 1 Mk.

Vorlesungen über die mechanische Theorie der Wärme.
(XVI u. 240 S.) gr. 8. 1875. geh. n.^7 Mk. 20 Pf.

die elektrischen Kräfte. Darlegung und Erweiterung der von
A. Ampere, F. Neumann, W. Weber, G. Kirchhoff entwickelten

mathematischen Theorien. I. Theil. Die durch die Arbeiten von
A. Ampere und F. Neumann angebahnte Richtung. (XV u. 272 S.)

gr. 8. 1873. geh. n. 7 Mk. 20 Pf.

einige Notizen hinsichtlich der in neuerer Zeit gegen die Ge-
setze von Ampere und Weber erhobenen Einwände. Separat-

abdruck aus dem XI. Bande der Mathematischen Annalen. (S. 309
bis 340.) gr. 8. 1877. geh. n. 1 Mk. 20 Pf.

Untersuchungen über das Logarithmische und Newton-
sche Potential. (XVI u. 368 S.) gr. 8. 1877. geh. n. 10 Mk.

Neumann, Dr. F., Professor der Physik an der Universität zu Königs-

berg, Beiträge zur Theorie der Kugelfunctionen. I. u. II.

Abtheilung. [In einem Band.] (156 S.) gr. 4. 1878. geh. n. 8 Mk.

Plücker, Julius, neue Geometrie des Raumes, gegründet auf die Be-

trachtung der geraden Linie als Raumelement. Mit einem Vorw. von
A. Clebsch. (IV u. 378 S.) gr. 4. 1868. 1869. geh. n. 15 Mk.

Reusch, E., Professor an der Universität Tübingen, Theorie der
Cylinder linsen. Mit zwei lithographirten Tafeln. (VI u. 35 S.)

gr. 8. 1868. geh. n. 1 Mk. 60 Pf.

Constructionen zur Lehre von den Haupt- und Brenn-
punkten eines Linsensystems. Mit fünf auf Stein gravirten Tafeln

[in besonderem Hefte]. (VII u. 70 S.) gr. 8. 1870. geh. n. 3 Mk.

Heye, Dr. Th., ord. Professor an der Universität zu Strassburg, syn-
thetische Geometrie der Kugeln und linearen Kugelsysteme
mit einer Einleitung in die analytische Geometrie der
Kugelsysteme. (VIII u. 93 S.) gr. 8. 1879. geh. n. 2 Mk. 40 Pf.

Riemann's , Bernhard, gesammelte mathematische Werke und
wissenschaftlicher Nachlass. Herausg. unter Mitwirkung von R. D e d e -

kind von H. Weber. (VIII u. 526 S.) gr. 8. 1876. geh. n. 16 Mk.

Röthig, Dr. Oscar, Oberlehrer an der Friedrich-Werder'schen Gewerbe-

schule in Berlin, die Probleme der Brechung und Reflexion.

(VIII u. 112 S.) gr. 8. 1876. geh. n. 2 Mk. 80 Pf.

Salmon, George, analytische Geometrie der Kegelschnitte mit

besonderer Berücksichtigung der neueren Methoden. Frei bearbeitet

von Dr. Wilhelm Fiedler, Prof. am eidgen. Polytechnikum zu Zürich.

Vierte Aufl. (XXIV u. 701 S.) gr. 8. 1878. geh. n. 14 M. 40 Pf.
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Salmon, George, analytische Geometrie der höheren ebenen
Curven. Deutsch bearbeitet von Dr. Wilhelm Fiedler. (XVI
u. 471 S.) gr. 8. 1873. geh. n. 10 Mk.

analytische Geometrie des Raumes. Deutsch bearbeitet von

Dr. Wilhelm Fiedler. Zweite verb. Auflage. Zwei Theile. gr. 8.

1874. geh. n. 24 Mk.

Vorlesungen über die Algebra der linearen Transforma-
tionen. Deutsch bearbeitet von Dr. Wilhelm Fiedler. Zweite

verb. u. sehr verm. Aufl. (XIV u. 478 S.) gr. 8. 1877. geh. n. lOMk.

Schnell, Dr. Wilhelm, grossh. bad. Hofrath u. Professor am Poly-

technikum zu Carlsruhe, Theorie der Bewegung und der

Kräfte. Ein Lehrbuch der theoretischen Mechanik. Mit beson-

derer Rücksicht auf das wissenschaftliche Bedürfniss technischer

Hochschulen. Zweite umgearb.Aufl. I. Bd. 1. Geometrie der Strecken-

systeme und Geometrie der Massen. 2. Geometrie der Bewegung und
Theorie der Bewegungszustände (Kinematik). Mit vielen in den Text

gedr. Holzschn. (XVI u. 580 S.j gr. Lex.-8. 1879. geh. n. 10 Mk.

allgemeine Theorie der Curven doppelter Krümmung in

rein geometrischer Darstellung. Mit Holzschnitten. (106 S.) gr. 8.

1859. geh. n. 2 Mk. 40 Pf.

Schlegel, Victor, Mathematiker am Gymnasium zu Waren, System
der Raumlehre. Nach den Principien der Grassmann'schen Aus-

dehnungslehre und als Einleitung in dieselbe dargestellt. I. Theil:

Geometrie. Die Gebiete des Punktes, der Geraden und der
Ebene. [Mit vielen Holzschnitten im Text.] (XVI u. 156 S.)

gr. 8. 1872. geh. n. 4 Mk.

II. Theil: Die Elemente der modernen Geometrie
und Algebra. (XVI u. 260 S.) gr. 8. 1875. geh. n. 7 Mk.

Schmidt, Dr. Wilib., Professor an der Landesschule zu Grimma, die

Brechung des Lichts in Gläsern, insbesondere die achroma-

tische und aplanatische Objectivlinse. (121 S.) gr. 8. 1874. geh.

n. 3 Mk. 60 Pf,

Schröder, Dr. E., Prof. a. d. polyt. Schule zu Darmstadt, Lehrbuch der

Arithmetik und Algebra für Lehrer und Studirende. I. Bd.: Die

sieben algebraischen Operationen. (X u. 360 S.) gr. 8. 1873. geh. n. 8 Mk.

der Operationskreis des Logikkalkuls. (VI u. 37 S.) gr. 8.

1877. geh. 1 Mk. 50 Pf.

Schüler, Wilhelm Friedrich, Assistent u. Repetitor an der techn. Hoch-

schule in München, die Arithmetik und Algebra in philosophischer

Begründung. Vorlesungen. In drei Theilen. I. Theil. Die vier Species

mit ganzen und gebrochenen positiven und negativen Grössen und die

Determinanten. (VI u. 140 S.) gr. 8. 1873. geh. n. 4 Mk.

Serret, J. A., Handbuch der höheren Algebra. Deutsche Ueber-

setzung von G. Wertheim, Lehrer an der Realschule der israeli-

tischen Gemeinde zu Frankfurt a. M. 2 Bände. I. Band. 2. Aufl.

(VIII u. 528 S.) gr. 8. 1878. geh. 9 Mk.



356 Verlag von B. G. Teubner in Leipzig.

Sohncke, Leonhard, Professor am Polytechnikum zu Karlsruhe, Ent-
wickelung einer Theorie der Krystallstruktur. Mit 55 Holz-

schnitten im Text und 5 lithogr. Tafeln gr. 8. 1879. geh. n. 8 Mk.

Somoff, Josef, Mitglied der Kaiserl. Academie der Wissensch. u. Prof. emer.

an der Universität zu St. Petersburg , theoretische Mechanik. Aus
dem Russischen übersetzt von A. Ziwet. Erster Theil: Kinematik.
(XVI u. 412 S.) gr. 8. 1878. geh. n. 6 Mk. 80 Pf.

Steiner's, Jacob, Vorlesungen über synthetische Geometrie.
2 Theile. Zweite Auflage, gr. 8. geh. n. 20 Mk.

Sturm, Dr. Rudolf, ord. Professor am Polytechnikum zu Darmstadt,

synthetische Untersuchungen über Flächen dritter Ordnung.

(XX u. 388 S.) gr. 8. 1867. geh. n. 8 Mk.

Waltenliofen, A. von, k. k. ord. Professor der Physik an der deutschen

technischen Hochschule zu Prag, Grundriss der allgemeinen
mechanischen Physik. Die wichtigsten Lehrsätze der Mechanik

fester, flüssiger und gasförmiger Körper, der mechanischen Wärme-
theorie und der Potentialtheorie nebst einer mathematischen Ein-

leitung. Für Studirende an Hochschulen und für Lehramtscandi-

daten. (XII u. 361 S.) gr. 8. 1875. geh. n. 8 Mk.

Wand, Theodor, Consistorial -Assessor und Mitglied der bayerischen

Abgeordneten -Kammer, die Principien der mathematischen
Physik und die Potentialtheorie nebst ihren vorzüglichsten

Anwendungen. Mit 8 in den Text gedruckten Holzschnitten. (VHI
u. 184 S.) gr. 8. 1871. geh. n. 3 Mk.

Weissenborn, Dr. Herrn., Professor am Realgymnasium zu Eisenach,

Grundzüge der analytischen Geometrie der Ebene für

orthogonale und homogene Punkt- und Linien - Coordinaten. (VHI

u. 236 S.) gr. 8. 1876. geh. n. 7 Mk.

Wittwer, Dr. W. C, Professor der Physik am k. b. Lyceum zu Regens-

burg, die Moleculargesetze dargestellt. Mit einer Figurentafel.

(VIII u. 155 S.) gr. 8. 1871. geh. n. 3 Mk.

Witzschel, Dr. Benjamin, Grundlinien der neueren Geometrie
mit besonderer Berücksichtigung der metrischen Verhältnisse an

Systemen von Punkten in einer Geraden und einer Ebene. Mit in

den Text gedr. Holzschn. (X u. 273 S.) gr. 8. 1857. geh. n. 4 Mk.

Wüllner, Dr. Adolf, Professor an der polytechnischen Schule in Aachen,

Lehrbuch der Experimentalphysik. Vier Bände. Dritte viel-

fach umgearbeitete und verbesserte Auflage. Mit vielen in den Text

gedruckten Holzschnitten, gr. 8. 1874. 1875. geh. n. 41 Mk.

i- Compendium der Physik für Studirende an Universitäten und

technischen Hochschulen. Zwei Bände. Mit zahlreichen Abbildungen

im Text und einer farbigen Spectraltafel. gr. 8. geh, 1879. Beide

Bände zusammen n. 19 Mk. 20 Pf.

Einzeln jeder Band ä n. 9 Mk. 60 Pf.
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